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§1 Reinquadratische Gleichungen

a %)
2

Tragfahigkeit des Eises

Fir das Betreten des Eises auf Gewassern mit SiBwasser kann die Tragféhigkeit
durch folgende Faustformel berechnet werden:

G =100 22 . g2 G: héchstzulassiges Gewicht der Person

Cl d: Dicke des Eises

a) Berechne zu folgenden Eisdicken d, wie schwer die Personen héchstens sein
dirfen, die das Eis betreten konnen/

dinem | 1 2 3 4 5 6
GinN |

b) Wie dick muss das Eis mindestens sein, damit eine 625 N schwere Person es
betreten kann?

A. Das Quadrieren ganzer Zahlen

Im 7. und 8. Schuljahr sind beim Lésen von Gleichungen die Quadrate der Variablen
entweder Uberhaupt nicht aufgetreten oder weggefallen. Wir werden uns nun mit
Gleichungen befassen, in denen sich die Quadrate der Variablen nicht wegheben.
Bevor wir uns diesen quadratischen Gleichungen zuwenden, frischen wir unsere
Kenntnisse liber das Quadrieren auf.

Multipliziert man eine rationale Zahl a mit sich selbst, so erhalt man ihr Quadrat.
Man schreibt dafiir a2.

a-a=a? (Gelesen: ,,a hoch 2" oder ,,a Quadrat™)

a? ist der Sonderfall einer Potenz, namlich mit dem Exponenten 2. a ist die Basis.

Die Quadrate ganzer Zahlen nennt man Quadratzahlen.

" Wird die Belastung durch Hinlegen auf eine groRere Flache verteilt, erhoht sich die Tragfahigkeit.



§1 Reinquadratische Gleichungen

Multipliziert man eine negative Zahl mit sich selbst, so erhalt man eine positive Zahl.
Es gibt also keine negativen Quadratzahlen. Quadratzahlen sind O, 1, 4, 9, 16, 25,
usw.

Bereits im 6. Jh. v. Chr. gelang es Pythagoras und seinen Schiilern, bemerkenswerte
Eigenschaften der natiirlichen Zahlen aufzusptiren. Mit Rechensteinen konnten sie
zeigen, dass eine mit 1 beginnende Summe aufeinander folgender ungerader Zahlen
eine Quadratzahl ergibt:

@ @ LY I T XX
®o0 (XX XXX
eee eeece
(X X
1 1+3=4 1+43+56=9 1+3+5+7=16

Nicht nur fiir Uberschlagsrechnungen sind die folgenden Aussagen iiber die
Stellenzahl von Basis und Quadrat nitzlich:

Es sei a eine natlrliche Zahl.

a a2 Ist a so ist a®
1<a<10 1<a%2<100 einstellig ein- oder zweistellig
10<La< 100 100 < a® < 10000 zweistellig | drei- oder vierstellig

100<a<1000 | 10000 < a%< 1000000 | dreistellig fanf- oder sechsstellig

Stellenregel

Ist a eine n-stellige ganze Zahl, so ist ihr Quadrat a2 entweder (2n —1)- oder
2n-stellig.

B. Das Quadrieren von Bruchzahlen

Das Quadrat einer ganzen Zahl, eine Quadratzahl, ist eine nattrliche Zahl oder die
Null. Was fiir eine Zahl erhdlt man, wenn man eine gebrochene Zahl quadriert?

Beispiel: (12) = (27) =2:7:2:7 _196
—espie: 115) =\375) ©=3°5-3.5~ 225

Wir bekommen hier wieder eine gebrochene Zahl. Dieses Ergebnis lasst sich
verallgemeinern:

Satz

Das Quadrat einer gebrochenen rationalen Zahl ist eine positive gebrochene
rationale Zahl.




81 Reinquadratische Gleichungen

Beweis:

Jede gebrochene Zahl a lasst sich durch einen vollstandig gekiirzten
Bruch darstellen. Zerlegt man seinen Zahler in die Primfaktoren p,,
Ps. ..., Pm und seinen Nenner in die Primfaktoren q,, 9,, ..., d,, so sind
die Zahlerfaktoren von den Nennerfaktoren verschieden:

a—=+PiP2:Pm (+ falls a positiv ist
q103...0, — falls a negativ ist)
Nun ist:

2_ PiP2-..Pm " P1P2---Pm
91092---9n " 0192... 0

a

Durch das Quadrieren treten die schon vorhandenen Faktoren in
doppelter Anzahl auf. Es kommen keine neuen Primfaktoren hinzu. Der
Bruch ist nicht kirzbar. Er stellt also keine ganze Zahl dar.

C. Reinquadratische Gleichungen

Eine Gleichung, in der die Variable nur im Quadrat auftritt, heilt reinquadratische
Gleichung.

1. Beispiel:

1. Losung:

2.Losung:

2. Beispiel:

x2—9=0;, G=0Q

Mithilfe der , Plusminusformel” kénnen wir diese quadratische Gleichung
auf zwei lineare Gleichungen zurickfihren:

(x+3) (x—3)=0.

Da ein Produkt genau dann den Wert O hat, wenn mindestens ein Faktor
Null ist, folgt:

x+3=0 oder x—3=0

x=—3 oder x=3

L={-3;3}

x2=9

Bekanntlich ist 32 =9 und (—3)2 = 9. Also:

x=3 oder x=-3

L={-3;3}

x2=2; G=Q

Da das Quadrat der gesuchten Zahlen eine natlrliche Zahl ist, kommen auf-
grund unseres Satzes nur ganze Zahlen als Losungen in Frage. Da 2 keine
Quadratzahl ist, gibt es auch keine ganze Zahl, welche die Gleichung erfullt:

L={}.



81 Reinquadratische Gleichungen

Diese Uberlegung lasst sich verallgemeinern: Ist die ganze Zahl a keine Quadratzahl,
so gibt es weder eine ganze Zahl noch eine gebrochene Zahl, deren Quadrat a ist.
Die Losungsmenge der reinquadratischen Gleichung x? = a ist dann Uber der
Grundmenge Q leer: L ={ }

AUFGABEN

.a) 52 b) (—5)% c) —(—5)2 d) —52

&) —{—5) f) 5% —42 g) —5>—4? h) (=5)?—(—4)?
.a) (g) b) 5 c) (-%) d) -2
DY 055 Ee ) ng(
.a) (a—b)? b) (b —a)? c) (—a—b)2 d) (a+Db)?

e) (3x+2)2—(2—-3x)2 f) (2z—0,5%) — (—2z-0,5)?

.a) (a+b+c)? b) (a—b +c¢)? c) (a—b—c)? d) (—a—b—c)?

e) x—y+1)? f) Qu—3v+1)2 g) (2m—-n—-=0,5)2 h) (—m+2n+0,5)?
i) (bx—3y—2)2— (bx+3y+2)? k) (7x+5y+3)2— (bx+ 7y + 3)2

. a) Schreibe die Quadratzahlen von 12 bis 10? auf!
b) Subtrahiere von jeder Quadratzahl die vorhergehende! Von welcher Zahlenart sind die
Werte dieser Differenzen?

c) Vereinfache den Term (n+1)?—n? und begriinde damit das Ergebnis von b) fiir
beliebiges n!

. Welche Ziffern konnen auf der Einerstelle einer Quadratzahl stehen?

. Ein Rechentrick

Regel: Eine zweistellige Zahl mit der Einerziffer 5 wird quadriert, indem man die

Zehnerziffer mit der folgenden Zehnerziffer multipliziert und an dieses Ergebnis 25

anhangt.

Beispiel: 752; Zehnerziffer 7, folgende Zehnerziffer 8; 7 - 8 = 56;

25 anhangen liefert 5625 = 752

a) Berechne mit dieser Regel im Kopf und lberpriife mit dem Taschenrechner: 152, 252,
352, 452, 552, 652, 852

b) Die Zahlen mit der Einerziffer 5 lassen sich in der Form 10x + 5 darstellen. Berechne
(10x + 5)2! Klammere aus zwei Summanden 100x aus und begriinde mithilfe dieses
Terms die Regel!

c¢) Berechne mit dem Taschenrechner: 952, 1052, 1152, 1452
Wie lasst sich die Regel auf dreistellige Zahlen erweitern?

. Berechne mit dem Taschenrechner:

a) 92 b) 2,72 c) (496 —132)2  d) 5552 — (444 + 333)2
992 0,272 (132 — 496)2 5552 — (444 — 333)2

9992 0,0272 4962 — 1322 5552 — (4442 + 3332)
99992 0,00272 1322 — 4962 5552 — (4442 — 3332)



81 Reinquadratische Gleichungen

9. Berechne mit dem Taschenrechner:

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) 62 —52
562 — 552
5562 — 5552
55562 — 55552

d) Erklare die Besonderheit der Ergebnisse mit der

by  72—42
572 — 542
5572 — 5542
55572 — 55542

c) 92 22
592 _ 522
5592 — 5522
55592 — 55522

,.Plusminusformel!

Wie viele dreistellige natirliche Zahlen sind keine Quadratzahlen?

Monotoniegesetz fiir Quadrate

a) Zeige: Fur beliebige positive rationale Zahlen a,, a, gilt:
Wenn a, < a,, dann ist a? < a3.
b) Zeige: Fir beliebige negative rationale Zahlen a,, a, gilt:
Wenn a, < a,, dann ist a? > a2.
(Hinweis: Multipliziere die Ungleichung a, < a, einmal mit a; und ein anderes Mal mit
a,. Folgere aus beiden Ungleichungen jeweils die Behauptung.)

Nr.12 bis 16: Bestimme die Loésungsmenge (iber der Grundmenge Q!

a) x*-25=0

d) x*+225=0

a) x>-5=0

d) 16x2 =4

a) —x —-9=9

d) 3C++—22—1
f 2

a) x—12) (x+12) =0

c) (18x+7) (18x—7) =
e) B+x)*+(83—x)*=

a) x—(x+2) (3—x) =19
4(1=3x) (1=2x)+24=0
e) (3x—2)2—4(2x+3) (x—3) =

c) (2x—5)2—

b) x2—64=0 c) x>—169=0
e) x2=0,01 f) x2—0,0036 =0
b) 8x%—98 = 0 ) 3x-9=0
e) 147x*—-27=0 f) 50x*—4=0
T2 1 _ 32,11
b) 3 7 =0 ©)3¥+5=2
a_ 1 _ 1 5 2,4 _ g2 16
e) 4x? 500 — 100 2x* f) 3x +5—5x 5
b) (x—12) (x +12) = 25
d) (18x+7) (18x—7) —32=0
) (Bx+1)2+ (Bx—1)2=
b) 6x(x —2) — (2x—3)%> =16

d) 46 —2(7x+11) (7x—=11) =0
f) x—=3)2—(x—2)%2—

(x—1)2=

Gib lber der Grundmenge Q die Definitionsmenge D an! Bestimme die Losungsmenge!

a)%—3x=x

1 1
O xFz w=z

x+ 20 10x

e) X—5 _2x—10:X+1
) x 1 2-3x
9552 x—2"-x2—4

7 x 1 X
b xT2"x"3
X X 9
di3*+x33"3
f) 2x+38 1—-x _x—2
3x+21 x+7 3
h) 2x  x+1 _8x+4
x—3 x+3 x*-9



§ 2 Quadratwurzeln

Das Fallgesetz

Galileo Galilei hat 1609 das Fallgesetz gefunden. Es beschreibt, welche Zeit t ein
Stein benotigt, um aus der Hohe h auf den Boden zu fallen. Nach einer Legende hat
Galilei dazu Fallversuche am Schiefen Turm von Pisa durchgefihrt.

Wir werden das Gesetz aus folgenden Messwerten gewinnen:

hinm | 5 20 45 80 125
tins | 1 2 3 4 5

a) Durch welche Zahl muss man die erste Hohe (in m) dividieren, um die
zugehdrige Fallzeit (in s) zu erhalten? Dividiere die anderen Hohen auch durch
diese Zahl! Wie kann man allgemein aus der durchfallenen Héhe h (in m) die
Fallzeit t (in s) berechnen?

b) Der Schiefe Turm von Pisa ist 55 m hoch. Ein Stein braucht also etwas mehr als
3 Sekunden, um von der obersten Galerie bis zum Erdboden zu fallen. Die
héchsten Bauwerke, die Fernsehtirme von Toronto und Moskau, sind ungefahr
zehnmal so hoch. Wie lange bendtigt ein Stein, um aus 500 m Hohe auf den
Boden zu fallen?

A. Definition der Quadratwurzel

Die positive Zahl a sei das Quadrat einer rationalen Zahl. Dann besitzt die Gleichung
x2 =a zwei Lésungen: eine positive und eine negative. Die positive Ldsung
bezeichnet man als die Quadratwurzel aus a. Da die Gleichung x? = 0 die Lésung 0
hat, nimmt man die Null in die Definition der Quadratwurzel mit auf.

10



§ 2 Quadratwurzeln

Definition:

Die Quadratwurzel aus a ist diejenige nichtnegative Zahl, deren Quadrat a ergibt.
Man schreibt dafur 1/5 (gelesen: ,,Quadratwurzel aus a” oder kurz ,,Wurzel a").

(Ja)*=a

Die Zahl a unter der Wurzel nennt man Radikand'. Das Berechnen der Quadratwur-
zel heilBt Wurzelziehen oder Radizieren.

Beispiele: a) |/25 =5 b) 1/12,25 =3,
d)

3.5
o147 a38 _ /160 _13
81 9 98 49 — 7

Ist der Radikand nicht unmittelbar als Quadrat einer rationalen Zahl erkennbar, kann
seine Primfaktorzerlegung das Berechnen der Quadratwurzel erleichtern.

Beispiele: a) |/676=]/2-2-13-13=]/(2-13)2=26
2401 7-7-7-7 7-7\?
b) /24,8 _Mmo =M 10-10 =M<W> =43
Durch Einfihrung des Wurzelzeichens wird der Termbegriff erweitert. Ist T ein Term
im bisherigen Sinn, dann wird von nun an auch ]ﬁ als Term bezeichnet.

Aber nicht jeder Wurzelterm beschreibt eine rationale Zahl. Da es z. B. keine rationale
Zahl gibt, deren Quadrat 2 ist, ist lﬁ keine rationale Zahl.

B. Quadrieren und Radizieren

Ist der Radikand das Quadrat einer rationalen Zahl, so kann die Wurzel gezogen
werden.

Beispiele: a) |/52 =1/256 =5 b) [/(-5)2=1/25 =

MTE MR & AT

Bei einer positiven Zahl ist die Wurzel aus dem Quadrat der Zahl gleich der
urspriinglichen Zahl. Das Radlzieren ist die Umkehrung des Quadrierens.

Bei einer negativen Zahl ist die Wurzel aus dem Quadrat der Zahl gleich dem Betrag
der urspringlichen Zahl.

' radix (lat.), Wurzel

11



§ 2 Quadratwurzeln

Also allgemein:

Fur beliebige rationale Zahlen a gilt:

1/a% = |a|

Sind die Quadrate zweier rationaler Zahlen a und b gleich, so sind die Zahlen
entweder gleiche Zahlen oder Gegenzahlen. Aus der Gleichheit der Quadrate darf
also nur auf die Gleichheit der Betrage geschlossen werden:

Aus a2 = b? folgt |a| = |b|, also a=b oder a=—b.

Beispiel:  Aus x? = 4 folgt |x| = 2, also x =2 oder x = — 2.

C. Volistindige Quadrate

Der Radikand sei nun eine Summe. Ist die Wurzel gleich der Summe der Wurzeln aus
den einzelnen Summanden?

Beispiele: a) |/9+16 =]/25 =5
aber: ]/§+]/ﬁ=3+4=7
b) ]/T= ]/5 ist keine rationale Zahl
aber:]/T+l/T=1+1 =2

c) YT+1+1+1+1+1+1 =]/7 ist keine rationale Zahl

aber: |1+ )/T+)/1T+)/1+)/1+)/1+)/1=

=T+1T+14+1+1+14+1=7

Unsere Beispiele verneinen die Frage.

Merke:

Eine Summe darf nicht gliedweise radiziert werden!

Ist der Radikand eines Wurzelterms eine Summe, so kann man nur dann radizieren,
wenn sich diese in ein Quadrat verwandeln lasst.

Ein Summenterm, der sich in ein Quadrat umformen lasst, heilt vol/lstandiges
Quadrat.

1. Beispiel: |/a®>—6a+9 =]/(a—3)2 =|a—3|
Der Betrag ersetzt eine Fallunterscheidung:
a—3,wenna—32=0,d.h.a>3ist
la—3| =

—a+3, wenna—3<0,d.h.a<3ist

12



8 2 Quadratwurzeln

2. Beispiel: |/x>—2xy +y*=|/(x—y)? =

—|x—y|= Xx—y,wenn x—y >0, d.h x>y ist
yi= —x+y, wenn x—y <0, d.h x<y ist

AUFGABEN

. Stellenregel

a) Wie viele Stellen besitzt die Wurzel aus einer (2n —1)- oder 2n-stelligen Quadrat-
zahl?

b) Wir teilen die Quadratzahlen 900, 8100, 90000, 810000 und 0,0009 vom Komma
aus nach links und rechts in Zwejerpdckchen auf:

900 8100 90000 81 0000 0,00 09

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Anzahl der Zweierpackchen und der
Anzahl der Stellen der Wurzel? Bestimme die Wurzeln und schreibe unter jedes
Péackchen die zugehorige Ziffer der Wurzel!

c) Wir interessieren uns fur die Wurzel |/4761. Zerlege die Quadratzahl 4761 in
Zweierpackchen. Welche Zehnerziffer besitzt aufgrund des zugehorigen Péackchens
die Wurzel? Welche beiden Einerziffern kommen aufgrund der Einerziffern des
Radikanden fur die Wurzel in Frage? Welche Ziffer ist die richtige? Gib ]/4761 an!
Uberpriife dein Ergebnis mit dem Taschenrechner!

. Die Radikanden der folgenden Wurzeln sind Quadrate rationaler Zahlen. Ermittle die
Wurzelwerte ohne Verwendung des Taschenrechners!

) /64 o) 1/169 ) /289 @ 1/529

e) /10000 f) 1/10° 9) /0,09 h) 1/0,0001
i) /4900 k) 1/19600 ) /961 m)]/3481
n) /4489 0) /53,29 p) /67,24 a) 1/0,2209
r) 1/0,02256 s) /1444 t) 1/0,0144 u) /15625

. Bestimme, falls es eine rationale Wurzel gibt, deren Wert!

1 4 0
a) |/ b)‘/; c) d)f
e)ﬁ f ﬁ g)f h) |/
i) Vg ) l/g 0 f )]/ o

. Wie lang ist die Seite eines Quadrats mit dem Flacheninhalt

a) 400 cm? b) 3,24 m? c) 0,0441 mm? d) 62500 m??

. Wie lang sind Basis und Basishohe eines geichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit
dem Flacheninhalt

a) 25cm? b) 1cm? c) 0,36 m??

13
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10.

1

12.

§ 2 Quadratwurzeln

.a) (]/36)? b) (/256)2 gy = d) /312
e) (/p)? (p Quadratzahl) f) Ya? (aeQ*)

.a) |/(—6)? b) }/(—13)2 c) J/(-2,5)? d) |/ (—19,5)

e)]/r7 (re Q) f) J/(—s)*> (seQ)

. Schreibe als Quadratwurzel:

a) 3 b) 9 c) —3 d) 0,9
) —% f) |ul g9) v h) a?b®
Nr. 9 und 10: Radiziere!

-a) }/9a? b) /167> ¢) 1/0,25a%b7 d) 1/0.04x5y*

e) 2a%—|/4a® f) /%% —x g) 6z +]/3622

h) u— [/4u2 i) 2m2— % (3m?)2 k) 9b2 — % (—9b?)2

a) |/x*—10x+25 b) |/z* + 49 — 14z c) |/a®+2ab +b?
d) /1 + 6x+ 9x* e) |/x*+1+2x? f) }/4a®+4ab + b?

9) |/6.25p>—2pq +0,16q> h) |/a>+%+a i) ]/16r> — 28rs + 49s2

. Ergdnze den Radikanden zu einem vollstdndigen Quadrat! Radiziere! Fiihre, falls

notwendig, eine Fallunterscheidung durch!

a) 1/ —12xt .. b)Y rbyt.. o /P Bzt
d) /x*+81—... e) Ja*+1+... f) /4u®—4uv + ...
) [/1+4a%+... h) }/a>—ab +... i) /902 +b+...
k) /m*+m?nZ + ... ) Yye-Tt+... m) /4% +Ix + ...
Es sei a eine negative rationale Zahl. Vereinfache folgende Terme!

a) a+ [/ma-l-—1 b) a®— ]/m

c) |/4a® —4a+1—)/4a® d) |/0,25a%> —}/a*+ 3 —a

e) |/(—3a%)2—|/81a% + 1 + 18a> f) a]/0,64a> —]/0,64a* + 8a> + 25
Tiftelecke
Herr K. behauptet, beweisen zu konnen, dass 3 = 4 ist.
Beweis: 9-21=16-28
49 49
9-21 +T=16_28+T
7 2 7 2
-3
7 7
3=4

Wo steckt der Fehler?

14



§ 3 Irrationale Quadratwurzeln

DIN A0
T~ )

I

I

DIN A2 1LE |

i

1 .

DIN A1 1 :
DIN A4 : LE

DIN A3

DIN-Formate

Die DIN-Rechtecke gehen durch fortgesetzte Halbierung auseinander hervor.
a) Miss Lange und Breite eines Blatts der Formate DIN A4, DIN A5 und DIN A6/

b) Damit alle DIN-Rechtecke die gleiche Form haben, ist die Linge | stets das
gleiche Vielfache der Breite b. Berechne mit den Messwerten das Verhaltnis
x=1/:b!

¢) Um den genauen Wert fiir x durch Uberlegung zu finden, wéhlen wir die Breite
eines DIN-Rechtecks als 1 Langeneinheit, die Lange ist dann x Langeneinhei-
ten. Welche Linge und welche Breite hat das folgende DIN-Rechteck? Uberset-
ze die Bedingung, dass die Verhéltnisse aus Ldnge und Breite der beiden
Rechtecke gleich sind, in eine Gleichung! Welche rationale Zahl erfillt diese?
Vergleiche mit b)!

15



83 lIrrationale Quadratwurzeln

A. Strecken ohne rationale Langenmaf3zahl

Ein Einheitsquadrat hat die Seitenlange 1 cm. /
Wir interessieren uns fiir die Lange einer /
Diagonale. Um die MaRzahl x durch Uberle- /
gung zu finden, errichten wir tber der Dia- %

gonale ein groReres Quadrat. Das Einheits- /
quadrat ist aus zwei, das Quadrat lber der N\
Diagonale aus vier untereinander kongruen- N
ten Dreiecken aufgebaut. Also ist die MaR- N &
zah! der Fliche des gr6Reren Quadiats 2. ey /
Somit erhalten wir die reinquadratische Glei-
chung x? = 2. Uber der Menge der rationa-
len Zahlen ist ihre Losungsmenge leer. Wir kommen also zur (iberraschenden
Erkenntnis: Die Lange der Diagonale des Einheitsquadrats ist durch keine rationale

Zahl messbar.

1

Die Menge der rationalen Zahlen ist unvollstandig: Es gibt nicht fur jede Lange
eine rationale Mal3zahl.

B. Irrationale Punkte auf der Zahlengeraden

Zur Veranschaulichung haben wir den rationalen Zahlen Punkte der Zahlengeraden
zugeordnet. Da zwischen zwei rationalen Zahlen ihr Mittelwert liegt, gibt es
zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen mindestens noch eine weitere
rationale Zahl.

Da man diese Uberlegung beliebig fortsetzen kann, liegen also zwischen zwei
verschiedenen rationalen Zahlen noch beliebig viele weitere rationale Zahlen. Man
sagt: Die rationalen Zahlen liegen dberall dicht.

Durch Abtragen der Diagonale des Einheits-

quadrats lasst sich trotzdem auf der Zahlen-

geraden ein Punkt P finden, dem keine ratio-

nale Zahl zugeordnet ist. Wir nennen diesen ) i
Punkt einen nichtrationalen oder Jirrationalen -2 -1 0 1
Punkt. Durch wiederholtes Abtragen der

Diagonale des Einheitsquadrats erhalten wir

weitere irrationale Punkte.

S

Auf der Zahlengeraden gibt es auller den rationalen Punkten noch unendlich
viele irrationale Punkte.
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§ 3 Irrationale Quadratwurzeln

C. Der Begriff der Intervallschachtelung

Die Diagonale des Einheitsquadrats besitzt keine rationale MaRzahl. Man kann aber
durch rationale Zahlen die Lange der Diagonale oder gleichbedeutend die Lage des
irrationalen Punktes P auf der Zahlengeraden beliebig genau beschreiben.

Durch systematisches Probieren finden wir:

Da liegt P im Intervall der Lange
122« 2? [1; 2] 1
142<2<1,52 [1.4;1,5] 0,1
1,412<2<1,422 [1,41;1,42] 0,01
1,4142<2<1,4152 [1,414;1,415] 0,001
1,4142%2 < 2<1,41432 [1,4142;1,4143] 0,0001
1,41421%2 <2 <1,414222 [1,41421;1,41422] 0,00001
Unser Vorgehen wird an der Zahlengeraden besonders deutlich:
P
| 12
2 SR
o—e lo
$ : t : H-— : : : —t—
1 1.1 12 13 14 15 16 1,7 18 1,9 2

Wir erhalten eine Folge von Intervallen:
IL=[12],1,=[14;15],1,=[141;1,42], ...

Jedes Intervall ist im vorangehenden vollstandig enthalten. Man sagt: Die Intervalle
sind /neinandergeschachtelt.

Die zugehorigen Intervallangen sind I =1, |, = 11—0, l,= Hﬁ, ....Jede Intervallange
betrégt% der Lange des vorhergehenden Intervalls. Das n-te Intervall hat die Lange
ﬁ. Mit wachsendem n wird |, immer kleiner und kann jeden vorgegebenen
Wert unterschreiten. Man sagt dann: |, wird beliebig klein.

I, =

Definition:

Eine Folge I, I, I,, ... von unendlich vielen abgeschlossenen Intervallen heifl3t
Intervallschachtelung, wenn

1. jedes Intervall im vorangehenden vollstandig enthalten ist und
2. die Lange der Intervalle mit wachsendem n beliebig klein wird.

17



8 3 Irrationale Quadratwurzeln

D. Eigenschaften von Intervallschachtelungen

Man kann auch rationale Zahlen durch Intervallschachtelungen festlegen.

Beispiele: a) [0;1] b) [0; 2] c) [0; 1]
[0,3;0,4] [09;1,1] [0,7;1]

[0,33;0,34] [0,99; 1,01] [0,97;1]

[0,333; 0,334] [0,999; 1,001] [0,997;1]

[0,3333; 0,3334] [0,9999; 1,0001] [0,9997;1]

Die erste Intervallschachtelung erfasst die Zahl 15 Die zweite und die dritte
Intervallschachtelung legen die gleiche Zahl fest, namlich 1.

Da in der Definition der Intervallschachtelung nur gefordert wird, dass die Intervall-
langen beliebig klein werden, und nicht, in welcher Weise dies geschehen soll, kann
man eine Zahl durch beliebig viele unterschiedliche Intervallschachtelungen festle-
gen.

Dagegen erfasst eine Intervallschachtelung hdchstens eine Zahl.

Satz:

Es gibt hochstens eine Zahl, die allen Intervallen einer Intervallschachtelung
angehort.

Beweis: Angenommen, es gabe zwei verschiedene Zahlen a und b, die in allen
Intervallen einer Intervallschachtelung liegen. Dann missten alle Inter-
valle mindestens so lang wie der Abstand |b — a| der beiden Zahlen
sein. Das widerspricht der 2. Forderung, dass die Intervalllangen beliebig
klein, also auch kleiner als |b — a| werden mussen.

E. Einfiihrung irrationaler Zahlen

Da es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat 2 ist, greift die in Abschnitt C
begonnene Intervallschachtelung ins Leere: Es gibt keine rationale Zahl, die allen
Intervallen angehort. Wenn die Intervallschachtelung trotzdem eine Zahl erfassen
soll, muss es sich um eine neuartige — nicht rationale — Zahl handeln; man nennt sie
irrational. st ]/5 zunachst ein Zeichen fur die irrationale MaRzahl der Lange der
Diagonale des Einheitsquadrats, so taucht sofort die Frage auf, wie ]/5 ziffernmaRig
festgelegt werden kann. Aus der Intervallschachtelung von Abschnitt C ergibt sich
der Anfang einer Dezimaldarstellung fur ‘/5:

Y2 =141421...

Dabei muss es sich um einen wunendlichen Dezimalbruch handeln, denn alle
endlichen Dezimalbriiche stellen rationale Zahlen dar.

Unendliche Dezimalbriiche treten auch bei der Umwandlung allgemeiner Briiche in
Dezimalbriiche auf. )
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§3 lIrrationale Quadratwurzeln

Beispiele: 1§= 1:3=0333...=03
17=1 .7 = 0,142 857 142 857 ... = 0,142 857
% =17:22=0,772727 272... = 0,772

Ein Bruch g wird in einen Dezimalbruch verwandelt, indem man den Quotienten

p : q berechnet. Geht diese Division durch q nicht auf, kénnen im duRersten Fall alle
natlrlichen Zahlen von 1 bis g —1 als Reste auftreten. Spatestens nach g —1
Schritten muss sich ein Rest und damit auch eine Ziffer in der Dezimaldarstellung des
Quotientenwerts wiederholen: Das Ergebnis der Division ist ein unendlicher perio-
discher Dezimalbruch.

Umgekehrt kann auch jeder unendliche periodische Dezimalbruch als allgemeiner
Bruch geschrieben werden.

Beispicle: _1 _5
Beispiele: 0111...= ) 0,655... = 3
1 23

0,0101..._§§ 0,2323..._®

1 123

0,001 001 ... = 999 0123123, = 399

Mit der irrationalen Zahl ﬂ begegnet uns somit auch in der Dezimaldarstellung
etwas vollig Neuartiges: ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch.

Die rationalen Zahlen lassen sich durch endliche oder unendliche periodische
Dezimalbriiche darstellen.

Zahlen, die sich durch wunendliche nichtperiodische Dezimalbriiche darstellen
lassen, heilden Jrrationale Zahlen.

1/3.1/5. /6. 2|/3 usw. sind Zeichen filr irrationale Zahlen. Ihre Dezimaldarstellun-
gen sind unendlich und nichtperiodisch.

AUFGABEN X X

. Quadrat-Puzzle a a

Ein Rechteck hat die unten angegebene Lange a und Breite b.

Um die Lange x einer Diagonale durch Uberlegung zu finden,

bauen wir aus zwei langs der Diagonale halbierten Rechtecken
und einem erganzenden kleineren Quadrat ein Quadrat mit der
Seitenldnge x zusammen. Wie groR ist aufgrund der Teilfla-
chen der Flacheninhalt dieses Quadrats? _

Welche reinquadratische Gleichung erhéalt man folglich fir x? /

Bestimme, falls eine rationale Losung existiert, diese!

a)a=2cm,b=1cm b) a=3cm,b=1cm c) a=4cm,b=3cm

19



§ 3 Irrationale Quadratwurzeln

. Welche rationale Zahl liegt jeweils in allen Intervallen der Intervallschachtelung?

a) [0,6;0,7] b) [1,9;2,1] c) [1,8; 2]
[0,66;0,67] [1,99;2,01] [1,98; 2]
[0,666; 0,667] [1,999; 2,001] [1,998; 2]

[0,6666; 0,6667] [1,9999; 2,0001] [1,9998; 2]

. Gib die ersten flinf Intervalle einer Intervallschachtelung an, in der die folgende rationale
Zahl liegt:

4 1 5 1 1
a)§ b)g C)g d)g e)z

. Bilden die folgenden Intervalle den Beginn einer Intervallschachtelung, wenn man
cinngemal fortsetzt? Begrindung!

a) [0.4;0,7] b) [2; 3] c) [4,4;4,5]
[0,49;0,61] [2,31;2,32] [4,54; 4,55]
[0,499; 0,601] [2,3131; 2,3132] [4,554; 4,555]

[0,4999; 0,6001] [2,313131; 2,313132] [4,5554; 4,5555]

. Untersuche, ob die folgenden Zahlen rational oder irrational sind:
(Hinweis: zu e), f), g): Nimm dazu an, die Zahl sei rational und flihre diese Annahme zu
einem Widerspruch.)

a) /3 b) /4 ) |/ d) /6
e) 1+)/2 f) 3:1/2 g9)1:1/2 h) (12)?

. Gib die ersten fiinf Intervalle einer Intervallschachtelung fiir folgende Wurzeln an!
Entnimm dieser jeweils den Anfang der Dezimaldarstellung!

a) /3 b) /4 c) /5 d) /6

. Bruch- und Dezimaldarstellung rationaler Zahlen
a) Zeige, indem du die Division durchfiihrst:

1 7. 1 _oot _ . -
3= 0.1; 99 = 0,01; 999 = 0,001; 9999 — 0,0001

b) Wandle in Dezimalbriiche um:
3. 17, 7. 13, 5 2 23 52

4’ 50’ 9' 99’ 33' 11
c) Schreibe mit Bruchstrichen:

0,2; 0,55, 01; 0,55 003; 027; 0,027; 0,369
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§ 4 Berechnung von Quadratwurzeln

=
(‘.
4

b
—

Das Austarieren

Mit einer empfindlichen Balkenwaage und einem Waéagesatz kann man die Masse

eines Korpers nur dann rasch bestimmen, wenn man systematisch vorgeht.

a) Nehmen wir an, das erste aufgelegte Wagestick ist zu leicht. Warum korrigiert
man kréftig und achtet darauf, dass die dann aufgelegten Wagestiicke auf jeden
Fall nicht zu leicht sind?

b) Nehmen wir an, man hat den Eindruck, dass das erste Wagestick viel zu leicht
und die Stiicke der zweiten Wagung viel zu schwer sind. Was legt man nun auf
die Waagschale?

c) Wie verfahrt man weiter?

A. Das Heron-Verfahren

Ein Taschenrechner zeigt die ersten 8 bis 10 Stellen der Demmaldarstellung einer
irrationalen Quadratwurzel an.

Wie berechnet er diesen Naherungswert? Das systematische Eingrenzen durch eine
dezimale Intervallschachtelung erfordert zu viele Rechenschritte. Fiir das Verstand-
nis des Rechenverfahrens des Taschenrechners fehlen uns die mathematischen
Grundlagen. Aber bereits im 4. Jh. v. Chr. entwickelte der griechische Mathematiker
Eudoxos von Knidos eine Intervallschachtelung, die schnell zum Ziel fiihrt. Da uns
das Verfahren durch Heron von Alexandria (1.Jh. n.Chr.)
Uberliefert wurde, nennt man es ,,Heron-Verfahren™.

Wir klaren dieses Verfahren zunachst am Beispiel ]/_
Geometrisch gedeutet ist es die Aufgabe, die MaRzahl x der
Seitenldange eines Quadrats vom Flacheninhalt 15 FE zu 15 FE
bestimmen.

Wir nahern das Quadrat durch flachengleiche Rechtecke
schrittweise immer besser an.

21



§4 Berechnung von Quadratwurzeln

Start: Wir beginnen mit einem Rechteck der
Lange x, =5 und der Breite yo=—15~5 = 3.
Der exakte Wert fur /15 liegt zwischen

Yo =3 und x, = 5.

7.Schritt: Da 3 zu klein und 5 zu grof ist,
wahlen wir als Lange x, des nachsten Recht-
ecks den Mittelwert: x, = % (5+3) =4.

Die zugehorige Breite y, ergibt sich zu

y, =% =3,75.

1/15 liegt zwischen 3,75 und 4.

2. Schritt: x, ist der Mittelwert von x,; und y,.
X, = % (4 + 3,75) = 3,875

15

V2= 3875 ~ 3,870 967.

Yo =3

Xo=D5

Y. =375

X4

=4

Die bisherigen Schritte fassen wir in einer Tabelle zusammen und setzen diese fort:

Schritt Lange Breite nachste Lange Abweichung
15

0 Xn Yn = Z Xn1 = 15 (Xn + Yn) Xn = V¥n

0 5,000000 3,000000 4,000000 2,000000
1 4,000000 3,750000 3,875000 0,250000
2 3,875000 3,870967 3,872984 0,004 033
3 3,872984 3,872982 3,872983 0,000002
4 3,872983 3,872983 3,872983 0,000000

Also: ]/15 = 3,872983...

B. Die Iterationsformel

Ein Berechnungsverfahren, bei dem der gleiche Rechenvorgang standig wiederholt
wird, heil’t /terationsverfahren®. Dabei wird eine zunehmend bessere Annaherung

an die gesuchte Zahl erreicht.

Wir I6sen uns von unserem speziellen Beispiel und tibertragen die Uberlegungen auf
den allgemeinen Fall: Fir ]/5 nimmt man zunachst einen Startwert x, an. Dann
berechnet man aus a und x, die Breite xi des Naherungsrechtecks. Aus der Lange

0
X, und der Breite Xi erhalt man durch Mittelbildung die Léange x,, +; des nachsten

Rechtecks: "

1 a
Xn+1 = i(xn+ ;:)

1 iteratio (lat.), Wiederholung
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84 Berechnung von Quadratwurzeln

Der exakte Wert fir ]/5 liegt zwischen Xi und Xx,,.

n

Heron-Verfahren
Nach der Wahl eines Startwertes x, liefert die Iterationsformel

1 a
Xn+1 =35 <Xn + X‘)

immer bessere Nahrungswerte x;, X5, X3, ... fur Vg.

& - . a
X, weicht vom exakten Wert fiir ]/5 um weniger als |x,, — - ab.
n

AUFGABEN

1. Berechne mit dem Heron-Verfahren |/2 auf sechs Dezimalstellen genau! Beginne mit
dem Startwert:

a) Xxo =2 b) xo=1 €) Xog=3 d) xo=10 e) xo=0,2
Wie viele Schritte sind jeweils erforderlich? Welche Besonderheit liegt jeweils bei a) und
b) bzw. d) und e) vor? Deute diese am Startrechteck geometrisch!

2. Berechne mit dem Heron-Verfahren nach der Wahl eines ganzzahligen Startwertes drei
Schritte fur ]/§ Wie genau ist der Naherungswert x; mindestens?

3. Berechne mit dem Heron-Verfahren auf drei Dezimalstellen genau! Starte jeweils mit
einer nattrlichen Zahl!

a) /5 b) }/20 c) /45 d) /36 e) /09

4. Berechne mit dem Heron-Verfahren vier Schritte fir V§ Starte mit
a) xo=2 b) xo =4 c) Xo=1 d) xo=9 e) xo=3
Notiere das Ergebnis nach dem 3. und nach dem 4. Schritt!

5. Begriinde geometrisch: Startet man mit einer viel zu grof3en bzw. viel zu kleinen positiven

Zahl xq, so liefert das Heron-Verfahren trotzdem nach einigen Schritten einen guten
Naherungswert fiir die Wurzel.

6. Bei der Berechnung von Naherungswerten fur eine Wurzel erhalt man mit dem Heron-
Verfahren x, = 4 und x5; = 3,5. Welche Wurzel wird angenahert?
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§ 5 Die reellen Zahlen

Gibt es mehr rationale oder mehr irrationale Zahlen?

Denken wir uns durch willkirliches Aneinanderreihen von Ziffern einen unendli-
chen Dezimalbruch gebildet! Dieser beschreibt nur dann eine rationale Zahl, wenn
sich von einer bestimmten Stelle ab eine feste Ziffernfolge standig wiederholt. Das
ist aber wenig wahrscheinlich. So wird verstandlich, dass es ,,viel mehr" nichtperio-
dische als periodische Dezimalbriiche und damit ,,viel mehr’ irrationale als rationale
Zahlen gibt.

Die Zahlengerade besitzt also ,,viel mehr” irrationale als rationale Punkte. Obwohl
die rationalen Punkte lberall dicht liegen, ist die Zahlengerade ohne die irrationalen
Punkte ,fast leer”.

A. Die Menge der reellen Zahlen

Zahlbereichserweiterungen erweisen sich in der Mathematik als sinnvoll:

— von der Menge N der naturlichen Zahlen zur Menge Z der ganzen Zahlen, um die
Subtraktion uneingeschrankt durchfiihren zu konnen;

— von der Menge Z der ganzen Zahlen zur Menge Q der rationalen Zahlen, um die
Division uneingeschrankt durchfiihren zu konnen (abgesehen von der Division
durch Null).

Die Forderung, Quadratwurzeln aus beliebigen positiven rationalen Zahlen ziehen
zu konnen, flihrte uns zu den unendlichen nichtperiodischen Dezimalbrichen, zu
den Irrationalzahlen. Unschwer lassen sich dafiir auch Beispiele angeben, die nicht
aus Quadratwurzeln hervorgehen.

Beispiele: 1,01001000100001...

1,101001000100001 ...
1,201001000100001 ...
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&85 Die reellen Zahlen

Es gibt ,,sehr viele” unendliche nichtperiodische Dezi-

malbriiche, die keine Quadratwurzeln aus rationalen

Zahlen beschreiben. Die Kreiszahl m=3,141592... ist

sogar eine Irrationalzahl, die sich iberhaupt nicht mit-

hilfe von Wurzeltermen aus rationalen Zahlen ausdriicken

lasst.

Die rationalen Zahlen (die endlichen und unendlichen

periodischen Dezimalbriche) und die irrationalen Zahlen .
(die unendlichen nichtperiodischen Dezimalbriiche) fasst

man zu einer Menge zusammen:

irrationale
Zahlen

Die rationalen und die irrationalen Zahlen bilden zusammen die Menge R der
reellen' Zahlen.

In R sind u.a. alle Quadratwurzeln aus positiven rationalen Zahlen enthalten.

B. Das Rechnen mit Intervallschachtelungen

Neu eingefiihrte Zahlen sind erst dann mathematisch sinnvoll, wenn man mit ihnen
rechnen kann. Da man beim Addieren und Multiplizieren von endlichen Dezimal-
brichen mit der letzten Stelle beginnt und unendliche Dezimalbriiche keine letzte
Stelle besitzen, kann man diese Rechenverfahren nicht auf unendliche Dezimalbrii-
che Ubertragen. Wir greifen deshalb auf die Intervallschachtelungen zuriick. Sowohl
die rationalen als auch die irrationalen Zahlen lassen sich durch Intervallschachte-
lungen erfassen. Wir definieren deshalb das Rechnen mit reellen Zahlen durch das
Rechnen mit Intervallschachtelungen.

Fur die Addition liegt folgende Festsetzung nahe: Die Summe zweier Intervall-
schachtelungen wird berechnet, indem man die jeweiligen Intervallgrenzen addiert.

Beispiel: ]/5 + ]/5 =s. Der Wert der Summe wird mit s bezeichnet.

1<1/2<2 2<]1/56<3 3<s<5b
1,4<1/2<1,6 22<1/b<23 36<s<3,8
1,41<1/2<1,42 2,23<1/5<2,24 3,64 <s< 3,66

1,414<)/2<1,415 2,236 <|/5<2,237 3,650 <s< 3,652
1,4142<1/2<1,4143 2,2360<]/5<2,2361 3,6502<s < 3,6504

Durch Addition entsprechender Intervallgrenzen entsteht wieder eine Inter-
vallschachtelung. Diese bestimmt eine reelle Zahl, die Summe von ]/5 und
]/g. Der Wert dieser Summe ist nicht [/7 da 2<1/7 <3 ist.

1 réel (frz.), wirklich, wahrhaft
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85 Die reellen Zahlen

Die Intervallschachtelung fiir s bestimmt auf der Zahlengeraden genau einen
Punkt P. Zum gleichen Punkt kommen wir, wenn wir vom Nullpunkt aus
zunachst eine Strecke der Lange ]/5 (Diagonale des Einheitsquadrats) und

anschlieRend eine der Lange 1/3 (Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten
2 und 1) abtragen.

i
o)

g ol

NS .

-
=t

1
T
4

. N

3
Vi yaes
Um das Produkt beliebiger reeller Zahlen zu bestimmen, muss man fur die zugehori-
gen Intervallschachtelungen die Multiplikation definieren:

Das Produkt zweier Intervallschachtelungen wird berechnet, indem man die jeweili-
gen Intervallgrenzen multipliziert.

Beispiel: ]/5 . ]f = p. Der Wert des Produktes wird mit p bezeichnet.

1<)/2<2 1<)/3<2 1<p<4
1,4<1/2<1,5 1,7<1/3<1,8 23<p<27"
1,41<1/2<1,42 1,73<1/3<1,74 2,43<p<248

1,414<]/2<1,415 1,732<1/3<1,733 2,449 <p <2453
1,4142<1/2<1,4143 1,7320<1/3<1,7321 2,4493 <p < 2,4498

Durch Multiplikation entsprechender Inter- 2<1/6<3
vallgrenzen der Intervallschachtelungen ent- 24<1/6<25
steht wieder eine Intervallschachtelung. Diese

bestimmt eine reelle Zahl, das Produkt von ]/5 244<]/6 <245

und ﬂ Vergleicht man die Intervallschachte- 2,449 <1/6 < 2,450
lung fir p mit der Intervallschachtelung fur
]/5, so wird deutlich, dass beide denselben
Punkt auf der Zahlengeraden und somit die-
selbe reelle Zahl erfassen.

Esgilt:]/i-]/§=l/§
Die Beispiele zeigen: Erfasst man reelle Zahlen durch Intervallschachtelungen, so
kann man Summe und Produkt beliebiger reeller Zahlen berechnen, indem man
diese Rechenoperationen mit den Intervallschachtelungen ausfihrt.

Auch fur Intervallschachtelungen und damit flr beliebige reelle Zahlen gelten die
Kommutativgesetze der Addition und der Multiplikation.

2,4494 <1/6 < 2,4495

1 Bei der Berechnung der linken Intervallgrenzen wurde abgerundet, bei den rechten Intervallgrenzen wurde
aufgerundet.
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85 Die reellen Zahlen

C. Der Korper der reellen Zahlen

Die Definition der Addition und Multiplikation reeller Zahlen, die Umkehrung dieser
beiden Grundrechenarten und die grundlegenden Rechengesetze gehodren zu einer
vollstandigen Beschreibung der Eigenschaften reeller Zahlen:

Addition Multiplikation
(E) Sind a,beR, dann gilt: | a+beR a‘beR
(K) Fdar alle a, beR gilt: a+b=b+a ab=b-a
(A) Fur alle a, b, ceR gilt: (@a+b)+c=a+ (b+c) (@a-b)-c=a-(b-c)
(N) In R existiert das neutrale Element 0 das neutrale Element 1
mit der Eigenschaft a+0=a a-1=a
(I) Fur jedes ae R gibt es ein inverses Element —a | ein inverses EIement%
mit der Eigenschaft a+(—a)=0 a- 15 =1, fallsa=+0
(D) Fdur alle a, b, ceR gilt: a(b+c)=ab+ac

Die Gesetze E-K—A-N-I-D bezeichnet man als Kdrperaxiome".

(E) ist das Existenzaxiom. Es fordert, dass Summe bzw. Produkt zweier reeller
Zahlen wieder eine reelle Zahl ist

Die weiteren Axiome sind:

(K) die beiden Kommutativgesetze,

(A) die beiden Assoziativgesetze,

(N) die Gesetze fur die Existenz der beiden neutralen Elemente,

(I) die Gesetze fur die Existenz der inversen Elemente,

(D) das Distributivgesetz, welches als einziges eine Verkniipfung zwischen der
Addition und der Multiplikation herstellt.

Aus der Menge der reellen Zahlen R entsteht durch Hinzunahme der beiden
Verknlipfungen Addition (+) und Multiplikation () bei Gultigkeit der Gesetze
E-K-A-N-I-D der Kérper der reellen Zahlen (R, +, -).

Beispiele: (Q, +, -) ist ebenfalls ein Korper, da flr die rationalen Zahlen die Gesetze
E-K-A—-N-I-D gelten.
(Z,+, -) ist kein Korper, da abgesehen von der Zahl 1 alle ganzen Zahlen
bezuglich der Multiplikation keine inversen Elemente in Z besitzen.

Der Korper der reellen Zahlen ist ein geordneter Korper, d. h., fiir je zwei reelle Zahlen
a, b gilt stets
entweder a<b oder a=b oder a>b.

Es gelten folgende Ordnungsaxiome:

(01) Wenn a<b und b<c, dannist a <c. Transitivgesetz?
(02) Wenna<b,dannista+c<b+c. Monotoniegesetz der Addition
(03) Wenn a<b und ¢c> 0, dann ist ac <bc. Monotoniegesetz der Multiplikation

' axioma (griech.), Forderung 2 transire (lat.), hiniibergehen
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§5 Die reellen Zahlen

Im Korper der rationalen Zahlen gelten auch diese drei Ordnungsaxiome; er ist also
ebenso wie der Korper der reellen Zahlen ein geordneter Korper.

Die Entdeckung irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden war der Anlass zur
Zahlbereichserweiterung von Q zu R. Mit den reellen Zahlen lassen sich nun allen
Punkten der Zahlengeraden Zahlen zuordnen. Das ist die anschauliche Bedeutung
des sog. Vollstandigkeitsaxioms. Der Korper der reellen Zahlen ist im Gegensatz zum
Korper der rationalen Zahlen ein vollstandiger Korper.

Da man jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl zuordnen kann, hat jede
Lange eine reelle Mal8zahl.

AUFGABEN

. Berechne durch Addition bzw. Multiplikation der zugehorigen Intervallschachtelungen
(von S.25 u. S. 26):

a) /2 +)/3 b) /3 +/5 ORERE d) /315
Berechne diese Summen bzw. Produkte auch durch Addition bzw. Multiplikation
vierstelliger Naherungswerte fir die Quadratwurzeln!

. Berechne:
a) 0,8+0,3 b) 0,88 + 0,33 c) 0,888 + 0,333 d) 0,8888 + 0,3333
Warum ist eine Berechnung der Summe 0,888...+ 0,333... mit dem bei a) bis d)

benltzten Additionsverfahren unmaoglich? Welchen exakten Wert kann man trotzdem fuir
diese Summe angeben? Warum kann man dieses Verfahren nicht auf die Berechnung von

]/5 4 ]/§ libertragen?

. Berechne:

a) 0,27 - 0,55 b) 0,2727 - 0,5555 c) 0,272 727 - 0,555 555
Warum ist eine Berechnung des Produkts 0,2727... - 0,5555... mit dem bei a) bis c)
benutzten Multiplikationsverfahren unmaoglich? Welchen exakten Wert kann man trotz-
dem fir dieses Produkt angeben? Warum kann man dieses Verfahren nicht auf die
Berechnung von ]/f 8 ]/g Ubertragen?

. Berechne:

a) 0,7:0,3 b) 0,77:0,33 c) 0,777:0,333 d) 0,7777:0,3333
Wie lautet die Regel fiir die Division zweier endlicher Dezimalbriiche? Was miisste man
demnach tun, wenn der Divisor ein unendlicher Dezimalbruch ist?

. Die Mittelbildung als Verkniipfung
Die Berechnung des arithmetischen Mittels zweier reeller Zahlen a und b kann als
Verknipfung * dieser Zahlen aufgefasst werden:
a+b
2

a* b =, arithmetisches Mittel von a und b” =

a) Berechne:
3*9;, 9+3; 9+9; 9+0;, 9+(—-9)
(4+6)+9; 4+ (6+9)
b) Untersuche, ob die Verkniipfung * die Gesetze E-K-A-N erfullt!
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Die Zahl 1 + /2 ist irrational.
a) Untersuche, ob 1 + ]/5 Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl ist!
b) Ist jede irrationale Zahl Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl? Begriindung!

a) lIst /]/f Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl?
b) Gib eine Intervallschachtelung fur ]/]/f an!
c) Ist |/]/2 eine reelle Zahl? Begriindung!

d) Sind in R auch die Quadratwurzeln positiver irrationaler Zahlen enthalten? Begriin-
dung!

Ergédnzungen und Ausblicke

Zur Geschichte der reellen Zahlen

Im 5.Jh. v. Chr. entdeckten Pythagoras und seine Schiiler, dass sich das Langenverhéltnis
aus Diagonale und Seite eines Quadrats nicht durch ein Verhaltnis ganzer Zahlen
ausdrucken lasst. Sie nannten solche Verhaltnisse ,,unausdriickbar” im Gegensatz zu den
,,ausdrickbaren”. Ins Lateinische wurden diese Bezeichnungen mit ,irrational” und
,srational” Ubersetzt. Die Entdeckung ,unausdrickbarer” Langenverhéltnisse erregte
groBes Aufsehen, da sie die Harmonie zwischen Geometrie und Arithmetik zerstorte.
Eudoxos von Knidos (408—-355 v. Chr.) entwickelte ein Rechnen mit solchen Verhaltnis-
sen, das einer Theorie der Irrationalzahlen nahe kommt. Erst zu Beginn der Neuzeit haben
sich die irrationalen Zahlen durchgesetzt: Michael Stifel (1487—-1567) und Simon Stevin
(1548-1620) versuchten sie zu definieren. Aber erst Richard Dedekind (1831-1916)
und Georg Cantor (1845-1918) gelang es, befriedigende Theorien der reellen Zahlen zu
entwickeln.

Tiiftelecke

Der Elefant und das Nadeléhr

Schneide aus einem Blatt Papier ein
kreisformiges Loch vom Durchmesser
2,0cm heraus. Ein Finfmarkstick hat
einen Durchmesser von 2,8 cm. Versuche
ein Finfmarkstiick durch das Loch zu
schieben!

Gelingt es nicht, lege das Papier so zu-
sammen, dass das Loch zu einem Halb-
kreis an der Faltkante wird (siehe Abbil-
dung). Wie lang sind AC und BC? Ver-
gleiche mit dem Durchmesser des Funfmarkstiicks! Wie kann man folglich das Geldstlick
durch das Loch gleiten lassen?
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

Das Produkt unendlicher nichtperiodischer Dezimalbriiche
a) Begriinde, dass die Diagonalen der Quadrate A) und B) die LangenmalSzahlen

]/5 und ]/g besitzen!

b) Warum sind die Dezimaldarstellungen von ]/5 und /8 unendlich und nichtpe-
riodisch?

c) Zur Berechnung des Flacheninhalts eines Rechtecks mit den SeitenmalSzahlen
1/5 und 1/§ mdsste man zwei unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche
multiplizieren: ]/5 ’ l/g Das ist aber nur ndherungsweise méglich. Bestimme
den exakten Flacheninhalt durch Auszédhlen der Rechtecksfliche C)! Welches
exakte Ergebnis liefert also ]/5 . 1/§? Schreibe dieses als Quadratwurzel!

A. Multiplikations- und Divisionsregel

Wird beim Rechnen mit irrationalen Zahlen eine gewisse Ungenauigkeit in Kauf
genommen, bricht man die unendlichen nichtperiodischen Dezimalbriiche nach
einer bestimmten Stellenzahl ab: Man ersetzt die irrationalen Zahlen durch rationale
Naherungswerte.
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§6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

Beispiele: a) |/12 +]/3 ~ 3,46 +1,73=5,19, aber |/12+3 = |/15 ~ 3,87
b) /12 — /3 ~ 3,46 — 1,73 =1,73, aber |/12-3=1/9=3
c) /12 -1/3~3,46-1,73~5,99, und |/12-3 = /36 = 6
d)@z3’46=2,undyg=l/2=2

l/gm

Interessiert der exakte Wert, muss man anstatt mit rationalen Naherungswerten mit
den Wurzeltermen rechnen. Dazu bendtigen wir Regeln. Summen darf man nicht
gliedweise radizieren, Differenzen ebenfalls nicht. Die Beispiele lassen vermuten,
dass Produkte und Quotienten dagegen gliedweise radiziert werden durfen:

Multiplikationsregel Fur beliebige a, b e [R{g gilt: ]/; : ]/B =J|/a-b

Beweis:  Wir quadrieren die beiden Seiten der Gleichung.
(/a - Yb)2=(/a-b) (/a - /b) = (Ya)*- (/b)*=a
(fa-b)>=a-b

Da die Quadrate gleich sind, sind die urspriinglichen Zahlen entweder
gleich oder gegengleich. Da die Wurzeln nichtnegativ sind, kann der
Fall ,,gegengleich” nicht auftreten.

Also: Vg-]/gzm

Entsprechend lasst sich beweisen:

Divisionsregel Fiir beliebige acRg und beR* gilt: M\/g = \/%

B. Anwendungen

Damit alle auftretenden Wurzelterme definiert sind, setzen wir voraus, dass die
Variablen nichtnegative bzw. positive reelle Zahlen vertreten.

1. Zu einer Wurzel zusammenfassen
Fasst man mithilfe der Multiplikations- oder Divisionsregel mehrere Wurzelterme

zu einer einzigen Wurzel zusammen, kann in besonderen Fallen die Wurzel
gezogen werden.

Beispiele: a) 1/ ]f 8=]/ﬁ
b) E ab l/_:

4

I
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86 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

2. Teilweises Radizieren
Spaltet man im Radikanden Quadrat-Faktoren ab, lassen sich diese radizieren. So
entstehen einfachere Radikanden.

Beispiele: a) ]/ﬁ=]/ﬁ=1/z-1/§=21/§
) |/a® = 1/a% 2 = /& /a —al/a

3. Addieren und Subtrahieren von Quadratwurzeln
Summen und Differenzen von Quadratwurzeln lassen sich nur zusammenfassen,
wenn man mithilfe des Distributivgesetzes Wurzeln mit gleichen Radikanden
ausklammern kann.

Beispiele: a) 3)/2+7)/2=(3+7) -)/2=10)/2
b) V8- 12=2/2-)/2-)2

Wurzeln mit gleichen Radikanden werden also addiert, indem man die Koeffizien-
ten addiert und die Wurzeln beibehalt.

4. Rationalmachen des Nenners
Ohne einen Taschenrechner erfordert die Division durch einen mehrstelligen
Naherungswert fur eine irrationale Quadratwurzel einen hohen Rechenaufwand.
Deshalb erweitert man Briiche so, dass im Nenner eine rationale Zahl entsteht.

1. Beispiel: 1—=L@=]£
1 BoRie =T T 2

Tritt im Nenner eine Summe oder Differenz mit Wurzeln auf, hilft die ,,Plusminus-

formel” weiter:
2. Beispiel: L = 1 (]/7 _ﬁ) _ M = M
2R T T T YD T2 8

Wir fassen die Regeln zum Rechnen mit Quadratwurzeln zusammen:

Produkte und Quotienten dirfen gliedweise radiziert werden.

Produkte und Quotienten von Wurzeln konnen zu einer Wurzel zusammengefasst
werden.

Summen und Differenzen diirfen nicht gliedweise radiziert werden.

Eine Summe von Wurzeln kann nur zusammengefasst werden, wenn der gleiche
Radikand vorliegt: Dann werden die Koeffizienten addiert und die Wurzel
beibehalten.

AUFGABEN

Die im Folgenden auftretenden Variablen vertreten positive reelle Zahlen. Verwende den
Taschenrechner nur dann, wenn es ausdriicklich gefordert wird!

. Fasse unter einer Wurzel zusammen und radiziere!
a) /2-1/32 b) 3)/27 -)/3 c) /16,9-)/10  d)}/5-)/7.2

32



86 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

. Berechne:

a) /9 +1/16 —/9+16
c) ]/169—@—]/169—25

72 21/7 1,25 -1/40 76 57
o V2 o 2/ o LB YD [T ) o7
/2 1/63 /2
i) [/a-)/a k) /b |/b® D Vx-/xyv? m)}/a®:)/a
.1/8a pq ./ ar a 1/b . c 6,48u /2w
n) Y 2ae l/? /3 |a7p P 1/; % \/5 D |/5.00vw |/ wv
. Radiziere!
a) |/25-49 b) 1/9 - 169 c) |/81-121 d) /64 -225
e) /0,01 -324 f) 1/0,0036-1,44  g) }/0,0009 - 0,0625 h) }/0,0049 - 0,0729
i) 1/9-10? k) 1/64 - 10° ) 1/1.96-10° m)|/4,41-108
x4y? 289a%b*
n) |/26e*f? 0) [/u?viw® p) 18472 q) |/Wx‘jys
. Radiziere!
a) /763 b) }/6-10-15 c) /0,9 -810 d) [/25-10°
e) /49-10° f) 1/121-10° g) /28,9 - 10" h) [/3-10,8 - 10°
. 6.4 57,6 - 27 18-98
i) )1/ 361 " |/ 25048 m)]/ 75-19,2
. Radiziere teilweise!
a) /8 b) /48 c) 2]/63 d) 3])/162
e) 5)/192 f) 3]/288 g) 2}/507 h) 5]/980
i) }/ab? k) }/25¢%s ) 1/81a%b%c m) |/x®
n) /27p*q*r o) /x*+vy? p) l/a*x + a%y q) /22 +72°
3 004u a® + a2 I /5425 + 272*
r s) t) 8b2 u) 0,03y
. Ziehe unter das Wurzelzeichen!
a) 2)/c b) §)/d c) x)/y d) 3r)/r
e) —3r)/r f) v?|/yz 9) al/b+c h) 2u}/u+3v
; p a;/b xy 1/162° 3a+1
veaf 02| O X m sl

o) V3 /16 - /376

[/169:]/25
% /169 :25

f) (|/144+1F /144 + 25)2

/o2 - /108

+)fo 2
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86 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

Nr.7 bis 9: Fasse so weit wie moglich zusammen!

.a) 5)/2 +3)/2 b) Y7 +/7 c) /3-)/2

d) 3)/2-2)/3+)/2 e) 7/3-3)/2+)/3  f) /54T +4)5+)/7
9) 2)/5-6)/2 +3)/5+)/2 h) 5)/a —4}/b+)/a —)/b

) /a+)/b—)a+b k) 2)/a +}/b—3)/a+b—3)/a +3)/b
a) /A5 + /20 +1/5 ) Y72 - /T8 + /B - /2

o) V2-)4+)8—)/16 +|/32 —)/64 d)}/3—-1/9+)/27 —|/81 +]/243 — /729
e) /75 +2}/3 —2)/27 f) /242 —1/98 + 4}/8 — 2}/50 — /200

g) 2|/45 — 4)/63 + /245 +1/28 h) 31/999 + 3]/275 + 3)/176

.a)a+]/a_2 b)a+3]/a_2 c) a]/5+]/¥
d) a+)/a® e) /xy* —/x%y f) b)/2 —2}/b +]/2b

g) a)/b +}/a’b + b}/a + |/ab? h) a}/a—|/ab? +}/4a +}/a®

i) x[ﬁ—vxzy2 —|/x2y—W k) 2W—3m1/?+4m]/a+5m2
Multipliziere und radiziere so weit wie moglich:

a) (1+)/2)-)/2 b) (/27 —)/12)-)/3 c) (/15 +1/20) -)/5
d) (}/150 + 2)/15 — 2,51/24) - /6 e) (7)/2 —5)/6 —3)/8 +2)/24) -3)/2

f) (4—1/5) (12+3)/5) 9) (/6 —1/12) (/3 +1/6)
h) (/5 +1/3) (/5 -1/3) i) (/5 +1/3)?

k) (/5 —1/3)2 N (1+1/2) (1-)/2)

m) (1 —1/2)? n) (3)/2 - 21/)2

0) (1+}/2+/3)* p) ()/5—1) (6+1/180)

L&) (/7 -1/3)2— (/7 +1/3)? b) (/T —/7) (/7T +1/7) — (/7T —/7)?

c) (5)/2+2)/5)*—(5)/2-2/5)  d) ()/3-1/2)*- ()/3+)/2) (/12 -)/8)
o) (/2 +2)/3)*+ (2)/2-1/3)? f (/6+1/3) (/6 -3)/3) - (/6 -1/3)
9) (/12 —3)/27 + 5)/3)2 h) (2]/8 —3}/18 — 2]/50)>

Berechne zuerst ohne Taschenrechner den genauen Wert und dann mit Taschenrechner
einen Naherungswert:

) (Y2-Vs+Y7) (V2 =15 -Y7) - (2 -/5)*

b) (2—/3)2—4(2+)/3) (2—)/3) + (2+]/3)?

c) ()/3-2)/5)2— ()/3+2)/5) (2)/5 —/3) + (}/6 +]/10)?
d) (}/6 —1/10)2—-2(}/6 +1/10) (}/3 —1/B) + ()/3 +1/5)?
e) (3)/12 —2)2-/27)2-3(2-1/6)2

34



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

§6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

a) ()/2x+1/3<) - |/bx b) (}/a +1/b)?
c) (2)/x —5)y)? d) (/e +Va) (/p —/a)
e) (1/5——1/%>2 f) (fatb+}/b) (/a+tb—1/b)

Vereinfache so weit wie moglich! Welche Bedingungen miissen jeweils an die Variablen
gestellt werden, damit die Wurzelterme definiert sind?

a) (1+2)/a+a) (1-2)/a+a)—(1+)/a) (1-|/a)
b) (/a+b+]/a—b)2—(}/a+b—]/a—b)?
o) (1+)/%*+1) (1= +1) - (1-}/%)?
d) ()/x+1+)/x=1+}/2x) (/x+1+)x—1—}/2x)

a) |/8+)/15 - |/8—}/15 b) /6 —2)/5 - /6 +2]/5

c) Y6—1)12 -1/9+/27 d) /2+)/3- /2126

e) |/X+W- /X—W f) ]/x+]/x2—y2 . ]/x—]/xz—y2
Beweise durch Termumformung:

a) J/4+2)/3=1+)/3 b) /4 —2}/3 =1/3 -1
) /o—4)/5 — /5 -2 & V5426 -7 +1/3
e) /15—-4)/14 =)/8 /7 f) /16 —4}/15 =1/10 — /6

Mache den Nenner rational und vereinfache so weit wie moglich!
1 10 3 5
— —, d) >
e ®) 5 27 )3/
4 /3 21/27 3 7
—= f h) = =
) /8 1 ) V2 1 9 /3 1 )37 \/
i — - — ) 65— —
i) 1/§+1/5 k) 1/3 5 ) v
m 2L sy /7, /196 V32,0
V7 V7 /2 3 16

Vereinfache so weit wie moglich:

JERT g TSy
ey et Y _l’__

2 (o-5) ~(+75)

o (3V2-21/3 _3+)/6) a (V2718 3\ _(1)2_1\(1/2, 1
TR vz 2) “\Ws )5tz

Mache den Nenner rational!

-y

b)
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86 Das Rechnen mit Quadratwurzeln

d) 2 &) /3 211
31/7 +4)/3 V3-12 ]/_+4

g 5—-1/2 41/3 i) 15 + 2]/5
A e e o

Berechne zuerst ohne Taschenrechner den genauen Wert und dann mit Taschenrechner
einen Naherungswert!

25-5)/5  1/80 1 12+2)/3 1 1/48
a) —~ ~10|/5 b) —6]/3 -

V5 35 e V31
o 158=7/6 |54 /1 o1 _1-)2
7 yYe /6+3 |/ ® V2 2y2-4 22
0 (1/5—1/6 _1/6+)2 _1_> .(L_i>
vz s y6) 2
Beseitige die Wurzeln im Nenner!
A v g
a) ‘/; b) W c) ‘/;
d) ri/s —s}/r a—1 2|{x
Vrs 1/ +1 3 +2
a—b a—b . —
9 —+ h)lf—l/g i) _ﬁﬂﬁ
Va+ Vb = Vb+3)/a
Vereinfache so weit wie moglich! Welche Bedingungen sind jeweils an die Variable zu
stellen, damit die Terme definiert sind?
IR 25 -2 ek
/x—1 1/; +1 x— 1 V 2 l/ +2 x—4
c) /X—9 _]/;+2 d)___IL+ 1
V=3 Jx-9 Tt ey
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§ 7 Quadratische Gleichungen

Tiefe eines Brunnenschachts

Die Wiilzburg bei WeiBenburg verfligt liber den tiefsten Festungsbrunnen Deutsch-
lands. Zum Hochziehen eines Wasserkibels von 200 Liter Inhalt mussten im
18. Jahrhundert zwei Personen in einem Tretrad eine dreiviertel Stunde von Brett zu
Brett steigen.

Lie8 man einen Stein in den Brunnenschacht fallen, so horte man den Aufschlag
nach 6,0 Sekunden. Diese Zeit setzt sich aus der Fallzeit x Sekunden des Steins und
der Laufzeit (6,0 — x) Sekunden des Schalls zusammen.

a) Ein fallender Stein legt in der Fallzeit x Sekunden den Fallweg 5 x* Meter zuriick.
Der Schall legt dagegen in jeder Sekunde 340 Meter zuriick. Gib den Term fiir
den Schallweg in (6,0 — x) Sekunden an! Ubersetze ,,Fallweg = Schallweg'' in
eine Gleichung fir x!

b) Diese quadratische Gleichung konnen wir noch nicht l6sen. Berechne zu den
Fallzeiten 1, 2, 3, ..., 6 Sekunden jeweils den Fallweg des Steins! Berechne zu
den Laufzeiten 0,1, 0,2, 0,3, ..., 1,0 Sekunden jeweils den Schallweg! Bestimme
mithilfe dieser Werte die ungefahre Schachttiefe bis zum Wasserspiegel!

A. Reinquadratische Gleichungen

Uber der Grundmenge G = Q besitzt die reinquadratische Gleichung x? = 2 keine
Losungen. Legen wir dagegen die Menge der reellen Zahlen R zugrunde, hat die
Gleichung die beiden Losungen —]/5 und ]/f

Mithilfe der in der 8.Klasse behandelten Quadratfunktion x — x> kénnen wir
reinquadratische Gleichungen auch grafisch losen. Der Graph der Quadratfunk-
tion, die Parabel, hat die Gleichung y = x2. -
Mit der Parabel (Seite 38) lasst sich die Wurzel grafisch bestimmen. Da z.B. ]/3
diejenige nichtnegative Zahl ist, deren Quadrat 3 ist, missen wir vom y-Wert 3 nach
rechts bis zur Parabel und dann nach unten bis zur x-Achse gehen: Dort finden wir
ungefahr 1,7.
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§7 Quadratische Gleichungen

Das Losen der reinquadratischen Glei-

~chung x? = 2 bedeutet dagegen, dass
wir alle Zahlen suchen, deren Quadrat

L

a1

2 ist. Wir missen also vom y-Wert 2 \

nach rechts und nach /inks gehen und

=

finden ungefahr 1,4 und —1,4.

Es gibt keine Punkte der Parabel mit L
negativen y-Werten. Also hat die Glei-

L~
w
N

chung x?>=d flir d< 0 keine Lésungen.

Es gibt nur einen Punkt der Parabel mit wadi—Gh Wurzel

; :
y = 0; dann ist x = 0: Die Gleichung <2 1 3 I3

x? = 0 hat genau eine Lésung. N 4
Zu jedem positiven y-Wert gibt es stets

zwei Punkte der Parabel. Also hat die

Gleichung x? =d flir d >0 zwei L6-
sungen.

Falls nichts anderes angegeben ist, nehmen wir kiinftig als Grundmenge die Menge
R der reellen Zahlen. Dann konnen wir festhalten:

Die reinquadratische Gleichung x = d besitzt fir

d<O0 keine Lésung: L={}
d=0 genau eine Lésung: L= {0}
d>0 zwei Lésungen: L={-}/d;}/d}

B. Gemischtquadratische Gleichungen

In einer quadratischen Gleichung fiir x kann neben x2 auch x auftreten. lhre
allgemeine Form ist

ax®’+bx+c=0 (a%0).

Man nennt ax? quadratisches Glied, bx lineares Glied und ¢ konstantes Glied.
Ist b = 0, liegt eine reinquadratische Gleichung vor. Ist b # 0, heiRt die Gleichung
gemischtquadratisch.

Wie findet man ihre Lésungen? Wir erarbeiten ein Losungsverfahren schrittweise.

1. Beispiel: x> —6x+9=0

(x—3)2=0

[x—3|=0

x=3
L={3}

Ist das vollstandige Quadrat nicht Null, sondern eine positive reelle Zahl, folgt aus
der Gleichheit der Quadrate nur die Gleichheit der Betrdge der Zahlen. Die Zahlen
selbst konnen gleich oder gegengleich sein.
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87 Quadratische Gleichungen

2. Beispiel: x> —6x+9=14
(x—3)%2=4
|x—3|=2
Xx—3=2o0derx—3=—2
x =5 oder x =1
L ={1; b}

Fir das Bindewort oder schreibt man in der Mathematik das Zeichen v.
Ist der Term kein vollstandiges Quadrat, erganzen wir ihn zu einem vollstandigen
Quadrat.

3. Beispiel: x> —10x—11=0 |+ 11
x? — 10x =11 |quadratische Erganzung + (*2)2
x2—10x +52=11+5?
(x—5)2 =36
[x —5| =6
x—b5=6vx—5=—-6
x=11v x=-1
={-1;11}

Ist der Koeffizient a des quadratischen Gliedes ax? nicht 1, dividieren wir zunachst
ax? 4+ bx 4+ ¢ = 0 durch die von Null verschiedene Zahl a. So entsteht die Normal-
form x2+px+q=0

der quadratischen Gleichung.

Lésungsschritte
4. Beispiel: 2x*+8x—2=0 |52 Normalform herstellen
x2+4x—1=0 |+1 sortieren
X2 + 4x =1 |+ 22 quadratisch erganzen
X2+ 4x +22=1+22 binomische Formel anwenden
(x+2)2=5 Waurzel ziehen
Ix+2|=1/5 Fallunterscheidung

x+2=]/§v x+2=—]/§

x=—2+]/§ v x=—2—1/§
L={-2-}/5;-2+)/5}

Dieses Losungsverfahren fiir quadratische Gleichungen nennt man Lésen durch
quadratische Ergénzung.

Die quadratische Gleichung des 4. Beispiels hat ganzzahlige Koeffizienten. Beim
Einsetzen der irrationalen Losungen muss sich also V5 wegheben.

Probe 1: 2(—2-1/5)2+8(—2-)/B)—2=
=2(4+4)/5+5)-16-8)/6-2=18+8]/56-18-8]/5=0

Probe2:  2(—2+]/5)2+8(—2+]/5)—2=
=2(4—4)/5+5)-16+8)/5-2=18-8])/5-18+8]/5=0

C. Losen durch Faktorisieren

Ist das konstante Glied ¢ =0, so lasst sich die Gleichung natirlich auch durch
quadratische Erganzung ldsen.
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87 Quadratische Gleichungen

2
1. Beispiel: X 4+3x=0 I+<§>
F\2 3\2
(-6
3| 3
X+§“i
3 3 3 3
X+§—§VX+§——§-
x=0vx=—
L={-3;0}

Wesentlich einfacher und schneller findet man hier aber die Losungen, wenn man
den Term faktorisiert.

2. Beispiel: x2+3x=0
- x(x+3)=0
x=0 v x+3=0
x=0 v x=-3
L={-3;0}

Nicht nur im Fall ¢ =0 kann man das aufwandige LOsungsverfahren durch
quadratische Erganzung umgehen. Lasst sich ein Linearfaktor ausklammern, kommt
man schneller zum Ziel.

3. Beispiel: (x—3)24+5(x—3)=0
(x—3)(x—3+5)=0
x—3=0vx+2=0

x=3vx=—2
L={-2;3}
AUFGABEN
1.a) x2 =49 b)x2=g c) 2=5
d) x2=11 e) x2=—9 ) ¥=)/2
g) x*=0,9 h) x2 = (—4)2 i) x>=—(-5)2
2.a) 2x*> =1 b) 3x* =4 c) 9x*=0
d) 50x2 = 27 e) |/3x*=15 f) [/2x*+1/18 =0
2 _ 208 _ Ny VB 127 _
g) |/3x*—)/48 =0 h) 3x*— 55 =0 i) A5 x 7 =0

3. Unter welcher Bedingung besitzt die allgemeine reinquadratische Gleichung ax?> +¢ =0
(a #+ 0) keine bzw. eine bzw. zwei Losungen?

4.2) (x—5)2=0 b) X2+ 14x+49 = 0 ¢) X2—16x+64 =0
d) x2—8x=—16 e) 6x—x2=9 f x24+3x+3=0
5. a) x2+10x—96 = 0 b) x2—4x+3=0 ¢) X2—2x—3=0
d) X+ 16x+63 = 0 ) y2—12y—288=0  f) x*—28x+196 =0
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§7 Quadratische Gleichungen

6.a) x>+3x—54=0 b) x*+19x+78=0 c) —x*+x+90=0
> _ 2_1_ 1 21 1
d) z2—-232+90=0 e) x 5 X 2_O f) x —§—€x
7.a) x*—-2x—1=0 b) x34+6x+7=0 c) x>+8x+16=0
d) x*=4x—1 e) 16 — 6y =y? f) x+1=x2
8.a) x*+4x+5=0 b) x*+4x—-5=0 c) x>—4x+5=0
d) x*—4x—-5=0 e) x*—4x+4=0 f) x*—4x—-4=0
9.a) 2x*+2x—60=0 b) 2x2—6x+4=0 c) 2x2+5x+2=0
d) 2x2+7x+3=0 e) 3x2=10x—3 f) 23x+10 = 5x?
10.a) x2—4x=0 b) 3x*+9x =0 c) 2x2—bx=0
d) 4x2—3x=0 e) x* =x f) 1/8x%=1/6x
11.2) x(x—4) —6(x—4) =0 b) 3(2x+3) —x(2x+3) =0
c) 2x(x—1) =4(x—1) d) (5—x) (x+1) =(5—x) (2x+ 5)
e) 2x(x—3) =3(3—x) f) (2x+1) (2x—3) = (3—2x) (3x+2)
12. a) (x—1)2+ (x*=1) =0 b) (x—3)2—2(x2—9) =0
c) x+1)2—2(x2+1)=0 d) 5(x+2)2—(x2+4)=0
e) (5—x)2=(2x—10) (x+1) f) x2—16 = (12 —3x) (2 —x)
13. Tiefe des Brunnenschachts der Wiilzburg

a) Stelle nach Seite 37 a) die gemischtquadratische Gleichung fiir die Fallzeit x
Sekunden des Steins auf!

b) Berechne die Fallzeit in Sekunden auf 2 Dezimalstellen genau!
c) Berechne die Schachttiefe bis zum Wasserspiegel auf Meter genau!

d) Nach einer historischen Quelle ist der Brunnen 481 Pariser Ful8, nach einer anderen
524 bayerische Ful tief. Fur diese veralteten Langenmale gilt: 1 Pariser Ful = 0,325
Meter, 1 bayerischer Ful = 0,292 Meter. Berechne die historisch Uberlieferten
Schachttiefen und vergleiche mit dem Wert von c¢)!

Ergédnzungen und Ausblicke

UND- und ODER-Verkniipfung von Aussagen

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist. Verkniipft man zwei
Aussagen durch das Bindewort und, entsteht wieder eine Aussage, z.B.:

,,Heute ist Mittwoch und heute schneit es.”

Diese Aussage ist nur dann wahr, wenn sowohl die erste Teilaussage als auch die zweite
wabhr ist, andernfalls ist sie falsch. In der Mathematik schreibt man fiir und das Zei-
chen A.

Aussagen kann man auch durch oder verknupfen, z.B.:

,,Goethe ist an einem Donnerstag oder an einem Freitag geboren.”

,,Der Aufzug halt in jedem Stockwerk, in dem Leute ein- oder aussteigen wollen.”
Das ODER wird hier in zwei Bedeutungen verwendet: Im ersten Beispiel in der in der
Umgangssprache am haufigsten benutzten Weise im Sinn von ,,entweder oder”. Die
Gesamtaussage ist genau dann wahr, wenn eine Teilaussage wahr und die andere falsch
ist. Im Gegensatz dazu wird man die zweite ODER-Aussage auch dann noch als wahr
bezeichnen, wenn sowohl die erste als auch die zweite Teilaussage wahr ist. ODER wird
hier im Sinn von ,,oder auch” verwendet. Die in der Mathematik mit v bezeichnete
ODER-Verkniipfung ist das ,einschlieRliche oder”, das ,,oder auch”.
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§ 8 Die Losungsformel fiur quadratische Gleichungen

Wozu eine Formel?

Beim Lésen quadratischer Gleichungen der allgemeinen Form ax®+ bx +c¢ =0
(a +0) werden immer wieder die gleichen Schritte durchlaufen: Normalform
herstellen, sortieren, quadratisch ergdanzen, binomische Formel anwenden, Wurzel
ziehen, Félle unterscheiden, Lésungen angeben. Fihren wir dies anstatt mit Zahlen
mit den Koeffizienten a, b und c aus, erhalten wir eine Formel fir die Lésungen x,
und x,. Mit dieser Formel und dem Taschenrechner konnen wir dann quadratische
Gleichungen miihelos lésen.

A. Die Léosungsformel

Wir gehen von der allgemeinen Gleichung ax®>+ bx+c¢ =0 (a % 0) aus:

ax?+bx+c=0 |:a
2, b c_ & by
X +ax+a—0 el
2 b b\ _ ¢ b
o +ax—i_<2a> T a ' 4a?

b \> _ b*—4ac
<X+E> B

Nur wenn b? —4ac = 0 ist, gibt es Losungen. Dann folgt weiter:

b b2 —4ac
Xt 2| T w
b _ +]/b*—4ac b _ —)/b*—4ac
Xt 2a = 2a ¥ Rl= 2a
X_—b+|{b2—4ac o el b2 — 4ac
- 2a - 2a
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§8 Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

Die Terme flr die Losungen x, und x, unterscheiden sich nur in einem Vorzeichen.
Deshalb fasst man sie in einer Lésungsformel zusammen:

—bz]/b® —4ac

2a

X1;2 =

Wir wenden die Formel an.
Beispiel: 32x2—-25,6x+35=0
a=32, b=—-256: ¢c=35

25,6+]/26,6°— 43235
X127 2-32

x, = 0,625; x,=0,175

Es empfiehlt sich, mit dem Taschenrechner zunachst den Wurzelterm ]/b? — 4ac zu
berechnen und ihn fiir die zweite Losung zu speichern.

B. Die Diskriminante

Aus der Herleitung der Formel entnehmen wir: Der Term b? — 4ac entscheidet, wie
viele Lésungen die Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 besitzt.

Definition:

Der Term b?—4ac heit Diskriminante’ D der quadratischen Gleichung
ax?+bx+c=0.

1. Beispiel: 2x2—5x+4=0
D=b?—4ac=25-4-2-4=-7<0
Die Gleichung hat keine reellen Losungen.

2. Beispiel: 9x2 —6x+1=0
D=b?—-4ac=36-4-9-1=0
Fir D = O ergibt die Losungsformel:
—b+0 —-b 6 1

X125 53 =22 729" 3

Im letzten Fall ist x; = x, = % Man spricht deshalb anstatt von genau einer Lésung
auch von zwei zusammenfallenden Lésungen x, und Xx,.

' discriminare (lat.), trennen, unterscheiden
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88 Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

Satz:

Eine quadratische Gleichung ax® + bx + ¢ =0 (a % 0) besitzt

keine Losung, wenn D <0 ist,
genau eine Losung, wenn D=0 ist,
zwei Losungen, wenn D > 0 ist.

2
Fir die Losungen gilt:  x;,, = —b)/b® —4dac

2a

C. Biquadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form ax* 4+ bx? + ¢ = 0 (a % 0) heiBt biquadratisch®, weil sie als
quadratische Gleichung in x? aufgefasst werden kann:

a(x®)?2+b((x?)+c=0

Ersetzen wir x? durch eine neue Variable, so kénnen wir die biquadratische
Gleichung auf eine quadratische zuriickzufiihren: x?:=u

au’4+bu+c=0

Diese Einfiihrung einer neuen Variablen heilt Substitution?.

Lésungsschritte
Beispiel: x*—7x24+12=0; x%:=u Substitutieren
u?—7u+12=0 quadratische Gleichung lI6sen

L, 7£)/49=24 112
- 2

yo 71
2

u=4 v u=3 Substitution riickgangig machen

x2=4 v x?=3

X=2 v X=—2 v x=]/§ Vv x=—]/§
L=1{2-2/3;-)/3}

AUFGABEN

. Berechne die Losungen mit der Formel!

a) 2x2+7x+3=0 b) 10x2+11x+3=0 c) 3x2+8x—3=0
d) 5x>—-8x—21=0 e) —156x2—19x+56=0 f) 20x2—7x—6=0

.a) 0,2x2+1,6 =1,14x b) 0,5x*>+ 0,15x = 0,27 c) 0,7x*+0,9x =1
d) 3v?+4,2 =8,8v e) 4x? =8x+1 f) 24x+19=18x2
mimal Zsubstituere (lat.), ersetzen
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10.

88 Die Losungsformel fur quadratische Gleichungen

. Multipliziere zunachst jede Gleichung mit einer Zahl, sodass alle Koeffizienten ganzzahlig

werden! Berechne dann die Losungen!

2_39, .1 _ 2,7, 15 _ g9 g 1 _
a) x 6x+6—0 b) z +4z 8—0 c)u ik 100—0
2_1,,2 1 e, 7 8 2_7, .15
) =gy +3 ®) g6 =3" + 720" DIy =gy+7y
. Bestimme die Anzahl der Losungen mithilfe der Diskriminante!
a) x2+12x+38=0 b) 4x2 —12x+9=0 c) 2x*+5x+3=0
d) 6x>—16x+13=0 e) 7x2—=2x—11=0 f) 12x>+60x+75=0

. a) Wie lautet die Diskriminante D fiir die Normalform x? 4 px 4+ q = 0 der quadratischen

Gleichung?
b) Begriinde: Ist q <0, so gibt es stets zwei Losungen.

.a) x*—]/12x+3=0 b) x2+ 10 = |/45x c) J/8x—x*=1

d) J/3x%+]/3 = 3x e) |/24x=2x>+3 f) 14x+2)/7 =1/7x

.a) 2x(x+3) —x(x—1) +6 =0 b) (4—x)2+ (2x—1)2=10

c) (x—5) (2x—17) —(x—7) Bx+1) =84 d) (2x—3) (3x—2) —(3x—1)2=10

. Bilder ohne und mit Rahmen

a) Ein rechteckiges Bild vom Flacheninhalt 875 cm? ist 10 cm langer als breit. Wie lang
und wie breit ist das Bild?

b) Ein rechteckiges Bild ist mit Rahmen 80 cm lang und 60 cm breit. Peter schatzt, dass
der UbergroRe Rahmen den gleichen Flacheninhalt wie das Bild hat. Wie breit musste
dann der Rahmen sein?

c) Ein rechteckiges Bild ist mit Rahmen 55 cm lang und 40 cm breit. Der Rahmen hat
den Flacheninhalt 850 cm?. Wie breit ist der Rahmen?

. Der Danebrog

Die danische Nationalflagge, der Dane-
brog, zeigt ein weiles Kreuz auf rotem
Grund. Wie breit missen die weillen
Streifen auf einem rechteckigen Fahnen-
tuch von 3 m Lange und 2 m Breite ge-
wahlt werden, wenn das Kreuz gerade
ein Drittel der Rechtecksflache bedecken
soll?

Gib uber der Grundmenge R die Defini-
tionsmenge D an! Bestimme die Losungs-
menge!

1 5—3x 3
a)2x+;—3 b) T +;_4
X 1 2x—1 22—-7x 4x—2
e} 5—2x+3~—2x_‘I d) x+2 2—-x x2—4

3x—1 8 _,.1-x f) X X 2

X+ 2 x2—4 xX—2 X+1 1T—-x x2—1
3x x _ 6 5+x 2x  _ 8—3x
g)x—1_x—+-1_x2—1 h)3—x_x—2_ X
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11.

12.

13.

88 Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

a) x*—25x2+144=0 b) z#—9224+20=0

c) 16x*—136x% + 225 =0 d) 6y*—B5y2+1=0

e) x*+2x>—-35=0 f) x*+13x>+36=0

Fiihre zuerst eine geeignete Substitution durch!

a) (x*—9)2+5(x*-9)=0 b) (2x2—x)2—4(2x2—x)+3=0
2

c)2<x2+:—2> +5:7<x2+):—2> d) (2% —5x)2 + 4x® = 10x + 3

Fiihre die folgenden Wurzelgleichungen zuerst durch eine geeignete Substitution auf

quadratische Gleichungen zurick!

a) x—8]/x +15=0 b) x—6]/x +4=0

) x+2]/x —24=0 d) 1/x—29 =32

/x

Ergdnzungen und Ausblicke

Das geometrische Lésungsverfahren des al-Chwarismi T

Zur Zeit ihres berihmten Mathematikers Muhammed ibn

Araber noch keine negativen Zahlen. Negative Ldsungen
quadratischer Gleichungen gab es deshalb nicht.
Wenden wir uns einem Beispiel al-Chwarismis zu:

x2 4+ 10x = 39

Geometrisch gedeutet ist es die Aufgabe, die Seitenlange x
eines Quadrats zu bestimmen, das zusammen mit einem
Rechteck der Lange 10 und der Breite x den Flacheninhalt
39 besitzt. Al-Chwarismi halbierte das Rechteck: Die beiden
neuen Rechtecke der Lange 5 und der Breite x setzte er
unmittelbar an das Quadrat an. Nun ergénzte er die Figur
durch ein kleines Quadrat mit dem Flacheninhalt 52 zu
einem grofRen Quadrat. Dieses hat folglich den Flachenin-
halt 39 + 25 = 64. Also besitzt es die Seitenldnge 8. Die
gesuchte Seitenlange des urspriinglichen Quadrats betragt
somit x=8—-5=3.

Musa al-Chwarismi (783 bis 850 n.Chr.) benutzten die l
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§9 Der Satz von Vieta

Francois Viete, /atinisiert Vieta (geb.1540 in Fontenay-le-Comte, gest. 1603 in
Paris) fiihrte in die Algebra das durchgangige Rechnen mit Buchstaben und
Rechenzeichen ein. Dabei benlitzte er auch runde, eckige und geschweifte Klam-
mern. Er erkannte, dass die mathematischen Uberlegungen durch den Gebrauch von
Symbolen wesentlich tbersichtlicher wurden.

Einer der elementaren Lehrsatze der Algebra ist der von Vieta gefundene und nach
ihm benannte Satz. Dieser gibt einen Zusammenhang zwischen den Lésungen x,
und x, und den Koeffizienten p und q der quadratischen Gleichung x* + px + g = 0
an.

a) Berechne die Lésungen x, und x, der folgenden Gleichungen!

x> +px+q=0 p q X, Xo
x2—56x+6=0 —5 6
x2—8x+15=0 -8 16
x*+8x+15=0 8 15
x2—2x+156=0 -2 15
x> +2x—16=0 2 —-15

b) Welcher Zusammenhang besteht vermutlich zwischen x,, x, und p, welcher
Zusammenhang zwischen x,, x, und q?

A. Der Satz von Vieta

Die Losungsformel gibt an, wie sich aus den Koeffizienten der quadratischen
Gleichung die Losungen berechnen lassen. Wie kann man umgekehrt eine Glei-
chung in der Normalform aufstellen, welche die vorgegebenen Losungen x, und x,
hat?
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89 Der Satz von Vieta

Diese Frage beantwortet der

Satz von Vieta:

Sind x, und x, die Lésungen der quadratischen Gleichung x? + px+q =0, so
gilt:

X;+Xo=—p und X, X;=(q

Beweis: Mithilfe der Losungsformel folgt:

—p+yp*—4q  —p-yp*—4q _-2p
2 2 2

p

X, Xy = (—p+|/p2_4q2) (z_p_]/m) _p?—(p*—4q) _

Z q

X1+X2=

Das Aufstellen einer Gleichung mit gegebenen Losungen ist also einfach.

Beispiel: x, =86, x,=0,56
Esist p=—(x; +X%,) =—6,5und q=x, " x, =3.
Folglich lautet die Gleichung x2 —6,5x +3 = 0.

Falls in einer gegebenen Gleichung die Koeffizienten p und q ganze Zahlen sind,
kann man eventuell vorhandene ganzzahlige Losungen x; und x, durch systemati-
sches Probieren finden.

Beispiel: x*+x—6=0
Da g = x, - X, ist, gibt es folgende ganzzahlige Maoglichkeiten:
—6=1-(=6)=(-1):6=2-(-3)=(-2)-3
Da ferner x, + x, = —1 ist, sind x;, = 2 und x, = — 3 die Losungen.

B. Der Zerlegungssatz

Ein Term der Form ax? + bx + ¢ mit a #+ 0 heit quadratisches Polynom" in x. Wir
konnen ein quadratisches Polynom faktorisieren, wenn eine binomische Formel
anwendbar ist.

Beispiel: x2—9= (x+3) (x—3)

Lassen sich auch andere quadratische Polynome faktorisieren?
Besitzt die quadratische Gleichung x* + px + q = 0 die Lésungen x; und x,, so
folgt:

X2 pX+g=x2— (X + X)X + X, X = (Satz von Vieta)
=X2 =X X — Xo X + Xq Xp = (Ausmultiplizieren)
=X(X—X) =X (X—X;) = (Ausklammern)
= (X—X;) (x—x5) (Ausklammern)

' polys (griech.), viel; Polynom: vielgliedriger Ausdruck.
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§9 Der Satz von Vieta

Es ist uns gelungen, das Polynom x? + px + g in Faktoren zu zerlegen. x —x, und
X — X, nennt man Linearfaktoren.

Setzt man in das Polynom x? + px + q fir x die Losung x, oder die Losung x, ein,
erhalt man Null. Ein Produkt nimmt nur dann den Wert Null an, wenn mindestens
ein Faktor Null ist; fir x =x, oder x = Xx,. So wird verstandlich, dass in der
Faktorzerlegung die Terme x — x, und x — x, auftreten.

Liegt ein allgemeines quadratisches Polynom ax? + bx + ¢ vor, muss man zuerst a
ausklammern und dann entsprechend vorgehen. Also:

Zerlegungssatz
Besitzt die quadratische Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 die Lésungen x, und x,, so
gilt: ax?+bx+c=a(x—x;) (x—x,)

Jetzt konnen wir auch quadratische Polynome faktorisieren, wenn die zugehorige
Gleichung Loésungen besitzt.

Beispiel: 2x?+4+2x—12=2(x®>4x—6) (Lésungen nach Vieta:
=2(x—2) (x+3) X, =2; X, =—3)
AUFGABEN

. Gib jeweils die Normalform der quadratischen Gleichung an, die folgende Lésungen
besitzt:

a) 3und 7 b) 3 und -7 c) —3und 7
d) —3 und —7 e) —3und 0O f) 3und 3
g) —3und —3 h) 3und —3 i) 2und 3

k) 2+})/3und2—}/3 1) 7+4)/3und 7-4)/3  m)—-7—5})/2 und -7 +5}/2
n))/3+2und})/3-2 0)})/5-}/3und}5+})3 p)1-}/2und2+})/2

- Die Vieta-Probe
Uberprife mithilfe des Satzes von Vieta, ob die angegebene Menge die Lésungsmenge
der Gleichung ist! Berichtige, falls erforderlich, die Losungsmenge!

a) x*+5x+6=0; {2; 3} b) x*—35x—7,5=0; {—1,5;5}
c) xX2—0,6x— 7,5 =0; {2,5; -3} dj @ —gx —fg=0{—%: —%

. Versuche, die Losungen mithilfe des Satzes von Vieta zu finden!

a) x>—9x+20=0 b) x*+9x+20=0 c) x*-—x—20=0
d) x*+x=20 e) x*—17x+70=0 f) x*—11x—26=0
g) X¥*+2x—24=0 h) x¥*+5x—6=0 i) x>—4x+5=0

. Wie lauten die Formeln des Satzes von Vieta fir die allgemeine Form ax? +bx+c¢ =0
der quadratischen Gleichung?

. Versuche die Losungen mithilfe des Satzes von Vieta zu finden!
a) 2x>+32x+96 =0 b) 3x2 +15x = 108 c) 0,6x2—156x=29
d) 5x*+7x=0 e) 49x* —-21x+2=0 f) 2x2—56x+2=0
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89 Der Satz von Vieta

. Bestimme die zweite Lésung und den fehlenden Koeffizienten!

a) x*+15x+q=0; x,=—18 b)x2—6x+q=0;x1=3+]/§
c) x>+ px+12=0;x,=—5-1]/13 d) ax®>+11x—35=0; x, = —%
. Zerlege folgende Polynome so weit wie moglich in Faktoren!
a) x>—13x+42 b) x> —15x — 76 c) x>+ 21x+108
d) x*+0,2x — 0,24 e) x>—8x+9 f) x>4+9x+9
g) 5x%+ 8x — 21 h) 30x*—11x—30 i) 2x*—6x+3
. Bestimme die Definitionsmenge D (Grundmenge R). Kiirze vollstéandig!
x2+7x+10 z2—-16 x2—x—2
) x2 — 25 b) 221+z-20 c) NG )
d) x*+3x—18 8 6x2—12x—18 f) 4x% +4x—3
x> —6x+9 3x2—12x+9 4x% +2x—6
. Bestimme Definitions- und Lésungsmenge (Grundmenge R)!
x2—A4x+4 5x 17
a) x2—5x+6_2 b x2+3x+2 3 1+x
x*+3x—10 _x+5 X X x—12
c) x2—2x—3  x-—3 d)x—2+x+3+x2+x—6_O

Tiiftelecke

Begriinde den Satz:
Hat die Gleichung x4+ px + q = 0 ganzzahlige Koeffizienten p, q und zwei Lésungen,
und ist ferner eine Losung eine ganze Zahl, so ist auch die andere eine ganze Zahl.
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BegriuBung

An einer Wanderung nehmen 15 Personen teil. Zu Beginn begriilSt jeder Teilnehmer
Jjeden anderen mit ,,Guten Morgen” und durch Handeschlitteln.

a) Wie oft sagt eine Person ,,Guten Morgen'? Wie oft wird der GruB8 insgesamt
ausgesprochen?
b) Wie oft werden insgesamt Hande geschiittelt?

Wir verallgemeinern: Die Anzahl der Teilnehmer sei x.

c) Wie oft sagt eine Person ,,Guten Morgen'? Wie oft wird der GruB8 insgesamt
ausgesprochen?

d) Wie oft werden insgesamt Hande geschdittelt?

A. Denksportaufgaben

Der besondere Reiz von Denksportaufgaben liegt haufig darin, dass man zu
gewohnlichen Situationen ungewohnliche Fragen stellt.

Beispiel:  Bei einer Feier stoRen alle Teilnehmer miteinander an. Man hort die Glaser
66-mal klingen. Wie viele Personen nehmen an der Feier teil?

Losung: x ist die Anzahl der Teilnehmer.
Jede Person hebt (x —1)-mal ihr Glas, um mit einer anderen Person
anzustofRen. Insgesamt werden also x (x — 1) Glaser gehoben. Da zwei
angehobene Glaser beim ZusammenstoRen nur einen Klang erzeugen,

x(x—1)

erklingt es nur halb so haufig, also 5 -mal.
"("2—_1) =66 [-2 G=N
x?—x=132

x2—x—132=0
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1£)/1+4-132 =1i23

X127 2 2
X, =12; (x, =—11)
Antwort:  An der Feier nehmen 12 Personen teil.

Probe: Jede Person hebt 11-mal ihr Glas. Insgesamt werden also 12 - 11 Glaser
gehoben. Diese erklingen 12;1 = 66-mal.

B. Bestimmen von Zahlen

Die dezimale Schreibweise der Zahlen stiitzt sich darauf, dass jede Stelle einen

bestimmten Wert hat. Zum Beispiel bedeutet 74 ausfiihrlich geschrieben
74=7-10+4-1.

Sind in einer Aufgabe die Ziffern einer mehrstelligen Zahl gesucht, muss man von

dieser Eigenschaft des Zehnersystems Gebrauch machen. Vertritt x die Zehnerziffer
und y die Einerziffer einer zweistelligen Zahl, so erfasst der Term

x-10+y-1
die Zahl.
Die Quersumme dieser Zahl, d.h. die Summer ihrer Ziffern, ist x +v.
Nun zu einer entsprechenden Aufgabe!

Beispiel:  Welche zweistellige Zahl, deren Einerziffer um 7 kleiner als die Zehnerziffer
ist, ist gleich dem Quadrat ihrer Quersumme?

Losung: x ist die Zehnerziffer.
| Term
Zehnerziffer X
Einerziffer x—7
Zahl x- 10+ (x—7) =11x-7
Quersumme X+ (x—7)=2x—-7
1Mx—7=(2x—7)? G={0;1;2;...;9}

11x—7 =4x%>—28x + 49
4x? -39x +56 =0
39+)/39°—16-56 _39+25
Xq;2= ] =—3

. 7
X =8 (Xx=7%

Antwort: Die Zahl ist 81.
Probe: (8+1)2=81
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AUFGABEN

. BegriBBung
a) Zu Beginn einer Wanderung begriRt jeder Teilnehmer jeden anderen mit ,,Guten
Morgen”. Dieser GruRR wird insgesamt 272-mal ausgesprochen. Wie viele Personen
nehmen an der Wanderung teil?

b) Zu Beginn eines Tischtennis-Turniers schiitteln sich die Spieler gegenseitig die
Hande. Es werden insgesamt 120-mal Hande geschdttelt. Wie viele Spieler nehmen
am Turnier teil?

. Ligastarke

a) Jede Mannschaft einer FuRballiga bestreitet gegen jede andere Mannschaft ein Hin-
und ein Ruckspiel. Es finden insgesamt 306
Spiele statt. Aus wie vielen Mannschaften
besteht die Liga?

b) Jede Mannschaft einer Ful3balliga bestreitet
in der Vorrunde gegen jede andere Mann-
schaft ein Spiel. Es finden in der Vorrunde
insgesamt 190 Spiele statt. Aus wie vielen
Mannschaften besteht die Liga?

. Diagonalen
a) Ein konvexes' Vieleck hat 104 Diagonalen.
Wie viele Ecken besitzt es?
b) Ein konvexes Vieleck hat 12 Diagonalen
mehr als Seiten. Wie viele Ecken besitzt es?

. Primzahlzwillinge

Zwei Primzahlen, von denen eine um 2 groRer ist als die andere, heiRen Primzahlzwillin-
ge. Gibt es mit folgender Eigenschaft jeweils Primzahlzwillinge?

a) lhr Produkt ist 399.
b) Ihr Produkt ist um 119 groRer als ihre Summe.
c) Das Quadrat ihrer Summe ist um 198 groRer als die Summe ihrer Quadrate.

. Kehrwerte
a) Die Summe der Kehrwerte zweier aufeinander folgender natirlicher Zahlen ist 29—0. Wie
heiBen die Zahlen?

b) Die Summe zweier Zahlen ist 3, die Differenz ihrer Kehrwerte 3. Wie lauten die
Zahlen?

c) Welche Zahl ist um 1 groBer als ihr Kehrwert?

. Quersumme

a) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 2 kleiner als die Zehnerziffer. Multipli-
ziert man die Zahl mit ihrer Quersumme, so erhalt man 900. Wie lautet die Zahl?

b) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 4 kleiner als die Zehnerziffer. Die Zahl ist
um 15 groRer als das Quadrat ihrer Quersumme. Wie heillt die Zahl?

c) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 2 groRer als die Zehnerziffer. Dividiert
man die Zahl durch ihre Quersumme, so erhéalt man die Einerziffer. Wie lautet die Zahl?

' jeder Innenwinkel kleiner als 180°; convexus (lat.), gewolbt, gerundet
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. Spiegelzahl

Kehrt man die Reihenfolge der Ziffern einer Zahl um, so entsteht ihre Spiegelzahl.

a) Eine zweistellige Zahl besitzt die Quersumme 9. Multipliziert man die Zahl mit ihrer
Spiegelzahl, so erhalt man 1944. Bestimme alle Zahlen mit diesen Eigenschaften!

b) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 1 kleiner als die Zehnerziffer. Subtrahiert
man von der Zahl ihre Spiegelzahl, so erhalt man das Quadrat der Quersumme der
Zahl. Wie heiBt die Zahl?

c) Die Zehnerziffer einer dreistelligen Zahl ist um 3 groRer als die Einerziffer. Die Zahl ist

gleich ihrer Spiegelzahl. Dividiert man die Zahl durch ihre Quersumme, so erhalt man
das 14fache der Hunderterziffer. Wie lautet die Zahl?

. Satz von Pythagoras

10.

11.

a) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die groRBere Kathete um 1cm kirzer als die
Hypotenuse und um 17 cm langer als die kleinere Kathete. Wie lang sind die Seiten?

b) Ein rechtwinkliges Dreieck besitzt den Umfang 30 cm. Die Hypotenuse ist 8 cm langer
als eine der beiden Katheten. Wie lang sind die Seiten?

c) Ein Rechteck hat den Umfang 46 cm. Seine Diagonale ist 17 cm lang. Wie lang sind
die Seiten?

d) Der Umfang eines Rechtecks betragt 82 cm. Die Diagonale ist 9cm langer als eine der
beiden Seiten. Wie lang sind die Seiten?

Bewegungsaufgaben

a) Ein Lastkraftwagen bendétigte fiir eine 150 km lange Strecke 3 Stunden. Dabei konnte
er auf den ersten 90 km seine normale Durchschnittsgeschwindigkeit einhalten. Auf
der Reststrecke musste er wegen schlechter Beschaffenheit der StralBe diese Ge-
schwindigkeit um 20 km/h herabsetzen. Welche Durchschnittsgeschwindigkeit er-
zielte der Lkw auf der ersten Teilstrecke?

b) Als es noch keine Schleusen auf der Donau gab, benotigte ein Donaudampfschiff fur
die 91 km lange Fahrt von Passau nach Linz und die anschlieBende Rickfahrt
insgesamt 11,5 Stunden. Die Driftgeschwindigkeit' der Donau betrug 2,5 km/h.
Wie groR war die Eigengeschwindigkeit des Schiffes? Wie lang bendétigte es von
Passau nach Linz und wie lang von Linz nach Passau?

c) Fir eine 18 km lange Strecke bendtigt ein Radfahrer 2% Stunden weniger als ein
FuRganger, da die Geschwindigkeit des Radfahrers um 9 km/h groRer ist als die des
FuBgangers. Wie groB sind die Geschwindigkeiten?

d) Ein Schiff benotigt fiir eine 5250 m lange Strecke flussaufwarts 6 Minuten langer als
flussabwarts. Die Driftgeschwindigkeit’ betragt 3 km/h. Wie lang braucht das Schiff
far die Fahrt flussaufwarts, wie lang fur die Fahrt flussabwarts? Wie lang wirde das
Schiff auf einem See fiir eine 2 - 5250 m lange Strecke bendtigen?

Oldtimer-Dampflok

Bei einer Dampflok der Baureihe 38 ist der Umfang des Treibrades um 236 cm grofer als
der des Laufrades. Deshalb muss sich auf einer Strecke von 3,665 km das kleinere Rad
gerade 500-mal mehr drehen als das groere. Berechne den Umfang der Rader!

Rdéhrenaufgaben
Ein Schwimmbecken kann durch zwei Zuflussrohren gefiillt werden.

' driften (Seemannssprache), treiben
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a) Die eine wiirde dazu 6 Stunden weniger als die andere bendtigen. Zusammen
brauchen sie 4 Stunden. In wie vielen Stunden wiirde jede-Réhre allein das Becken
fullen?

b) Die erste Rohre wiirde das Becken allein in 5 Stunden fiillen. Die zweite wiirde 4,5
Stunden mehr als beide zusammen benotigen. Wie viele Stunden wiirde die zweite
Rohre allein benotigen?

Leistung

Ein groRer landwirtschaftlicher Betrieb besitzt zwei Traktoren unterschiedlicher Leistung.
Der leistungsstarkere Traktor bendtigt zum Pfliigen eines bestimmten Feldes 5 Stunden
weniger als der leistungsschwachere. Beide brauchen zusammen 6 Stunden. Wie viele
Stunden wiirde jeder Traktor zum Pfliigen des Feldes benotigen?

Tuiftelecke

. Aus der Vollstandigen Anleitung zur Algebra von Leonhard Euler (1770)

Zwei Bauerinnen tragen zusammen 100 Eier auf den Markt, die eine mehr als die andere,
und I6sen doch beide gleich viel Geld. Nun sagt die eine zur anderen: ,,Hatte ich deine
Eier gehabt, so hatte ich 15 Kreuzer gelost.” Darauf antwortet die andere: , Hatte ich
deine Eier gehabt, so hatte ich daraus 6% Kreuzer gelost.” Wie viele Eier hatte jede?

. Eine Aufgabe des Inders Bhaskara (um 1150 n.Chr.)

Eine Schar Affen vergnugt sich. Der achte Teil des unruhigen Haufens zum Quadrat
erhoben turnt in den Baumen herum, die restlichen 12 vollfiihren alle zugleich ein
Geschrei auf dem Gipfel eines Huigels. Wie viele zahlt die aufgeregte Schar?
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uadratische Gleichungen mit Parametern

Schlafende Variable

Treten in einer Gleichung neben der Variablen, nach der aufgelost werden soll, noch
weitere Variable auf, so nennt man diese Parameter. Der hollandische Mathematiker
Hans Freudenthal hat Parameter scherzhaft als ,,schlafende Variable" bezeichnet.
Damit wird zum Ausdruck gebracht, dass man einen Parameter beim Losungsverfah-
ren wie einen gleichbleibenden Wert behandeln darf.

A. Das Auflosen

In der allgemeinen Form ax®+ bx+c =0 (a+ 0) der quadratischen Gleichung
treten zwei Arten von Variablen auf:

— Die Variable x, nach der aufgelost werden soll. Deshalb nennt man sie Lésungs-
variable.

— Die Variablen a, b, ¢, die beliebige Zahlen vertreten und es ermdglichen, alle
quadratischen Gleichungen der gleichen Form zusammenzufassen. Diese Varia-
blen heiRen Formvariablen oder Parameter’.

Wir haben bereits ax? + bx + ¢ = 0 durch quadratische Ergdnzung nach x aufgelost.
Jetzt stehen uns flir quadratische Gleichungen zwei elegante Losungsverfahren zur
Verfigung: das Ausklammern eines Linearfaktors und das Anwenden des Satzes
von Vieta. Allerdings sind diese Methoden nur mit Geschick und nicht immer
anwendbar. Gelingen sie nicht auf Anhieb, 16sen wir die quadratische Gleichung mit
der Formel oder durch quadratische Erganzung.

Beispiel: x? 4+ 3ax +2a% = x + 2a |—x—2a
x?2+3ax—x+2a*2—2a=0
x>+ (3a—1)x+ (2a®—2a) =0
_ —(Ba—-1)%)/(3a—1)2—4(2a®—2a) _
= > N

X1;2

H

" para (griech.), dabei; métron (griech.), MaR; Parameter: Beimal
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—3a+1+]/9a>—6a+1—8a>+8a

2

—3a+1x)/a*+2a+1

2

_ —3Ba+1x)(a+1)*
5 =

_ —3a+1zla+1]
= 2

Fur beliebige reelle Zahlen b unterscheiden sich +|b| und +b hochstens in der
Reihenfolge der Vorzeichen. Also:

—3a+1+(a+1)
X2=————5

x1=#=—a+1; x2=—T43=—2a

B. Fallunterscheidungen

Die Diskriminante einer quadratischen Gleichung entscheidet, wie viele Losungen
diese besitzt.
Beispiel: x2— (2t+2)x+ (t2+t) =0
D=Db%—4ac= (2t+2)>—4(t*+1) =
=412+ 8t+4— 42— 4t =41+ 4
1.Fall:  Es gibt keine Losung,
wenn D=4t+4<0,d.h. 4t<—4,d.h. t<—1 ist.

2.Fall:  Es gibt genau eine Ldosung,
wenn D=0, d.h. t=—1 ist.
Fiir t = —1 lautet die urspriingliche Gleichung x2 = 0.
Also: x;, =x, =0

3.Fall:  Es gibt zwei Losungen,
wenn D>0, d.h. t>—1 ist.

_(2t+2)x)/4t+4 2t +1£)t41)
2 2 a 2
X =t+1+)t+1;, x=t+1-)t+1

AUFGABEN

. Lose die Gleichung nach der in eckiger Klammer angegebenen Variablen auf!

a) A=6a? [a] b)V=1§azh [a] c)E=1§mv2 M A9 m

T T
e) h?+ <%>2 =a> [h] f) (3r)2+ <%>2 =a® [a]

o (&) +(5) -+ v (&) = () G

Q
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811 Quadratische Gleichungen mit Parametern

Nr. 2 bis 8: Die Losungsvariable ist x. Wenn nichts anderes angegeben ist, vertreten die

Parameter beliebige reelle Zahlen: aeR, beR, ..., teR.

.a) x(x—b)+a(x—b)=0 b) 3x(2x —b) = a(b — 2x)

c) x*+ab = ax + bx d) x>+ nx=m(x+n)

e) x2+6kx+9k?=0 f) x4+ 2a% = 3ax

.a) x2+a%?=2ax+1 b) x?+ a% = 2ax + b?

c) x*—3ax—x+2a*+a=0 d) x* + 3(a®+a) = 4ax + x

e) x>—a%>+2b(x+a)=0 f) x(x—2)—c(2x—c—-2)=0
.a) ax*+1=ax+x b) ax(ax+7) —5(ax+3) =0
g) (2x—¢)2—d(2x —c) = 2d? d) (a—x) (b—x) =2(a—b)?

e) (tx—1) (tx+1) +10 = 2(2x — 1) f) ax(ax+6) = (2a+ 3) (2a— 3)

. Bestimme jeweils die Definitionsmenge und die Losungsmenge in Abhéngigkeit vom
Parameter (Grundmenge R)!
X+ 2 2

X 2a . _ .
a)s-2=1 (a+0) B =—=—e=% ksl
7c c 4, X 6a> _ 3a .
S it w55 ©+0 et~ x—a @+0

. Bestimme die Anzahl der Losungen in Abhéangigkeit vom Parameter t!

a) x24+6x+t=0 b) x2—3tx—18=0
c) X2+ (2t—1)x+t2=0 d) tx*+2x+2=0
e) x®+ (4+2t)x+t=0 f) x> —2tx+3x+t=0

. Bestimme die Anzahl der Losungen in Abhangigkeit vom Parameter! Wie lauten in den
Fallen mit I6sbaren Gleichungen die Losungsterme? (Vieta-Probe!)

a) x2—4x+4—a=0 b) x>+ 6x+9+b=0
c) x*—3)/ex+2c=0; (ceRy) d) x*+2)/ax+a—b=0; (aeRg)
e) x*—2]/tx+3t=0; (teRg) ) x2—2)/kx+2k=4; (keRg)

. Fiir welche Parameterwerte t besitzt die Gleichung genau eine Losung? Wie lautet
jeweils diese Losung?
a) x2—tx+9=0 b) x2—3x—3tx+2t=0
c) x> +10x+t=0 d) xX* —tx+2x+t=0

. Der ,,Goldene Schnitt”

Bereits in der Antike haben sich die Griechen
damit befasst, welche Streckenteilung in der [ | |
Architektur und Malerei vom menschlichen Au-
ge als besonders ,,schon” empfunden wird:
Eine Strecke der Lange a heil’t nach dem Goldenen Schnitt geteilt, wenn das Verhaltnis
der Langen der groReren Teilstrecke zur Gesamtstrecke gleich dem Verhaltnis der Langen
der kleineren zur groBeren Teilstrecke ist.

a) Driicke die Lange x der groReren Teilstrecke durch a aus!

b) Das Langenverhaltnis x : a des Goldenen Schnitts ist irrational. Gib dafiir als guten
rationalen Naherungswert einen Bruch mit dem Nenner 8 an!

c) Die Tirme des Kolner Doms sind 160 m hoch. Sie werden durch die Stelle, wo der
Helm beginnt, im Goldenen Schnitt geteilt. In welcher Hohe befindet sich diese Stelle?

a
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§12 Einfache quadratische Funktionen

Im Kino

Durch Schwebstaub in der Luft wird in einem Kino das Lichtbiindel sichtbar. Die
GroBBe des Bildes ist vom Abstand des Projektors von der Leinwand und von der
Brennweite des Objektivs abhangig. Wie andert sich bei unverdnderter Brennweite
der Flacheninhalt des Bildes, wenn der Abstand Projektor-Leinwand verdoppelt,
verdreifacht, ... wird?

o anl
//
T '_j—h_
0 1 9 3 "4

A. Die Quadratfunktion

Zu jeder reellen Zahl x gibt es genau ein Quadrat x2. Folglich ist die Zuordnung
X i x? eindeutig und damit eine Funktion. Man nennt sie Quadratfunktion. Sie wird
durch den Funktionsterm f(x) = x*> oder durch die Funktionsgleichung y = x>
beschrieben. Die Menge ihrer x-Werte, die Definitionsmenge D, ist — wenn keine
Einschrankung angegeben ist — die Menge R der reellen Zahlen.

Da fiir beliebige reelle Zahlen das Quadrat x2 einer Zahl x gleich dem Quadrat (—x)?
der Gegenzahl —x ist, verlauft der Graph der Quadratfunktion symmetrisch zur y-
Achse. Sein tiefster Punkt heiRt Scheitel. Er liegt im Koordinatenursprung.
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8§12 Einfache quadratische Funktionen

Jede zu diesem Graphen kongruente
Kurve nennt man Normalparabel. Der
Graph der Quadratfunktion ist also ei-
ne nach oben ged6ffnete Normalparabel
mit dem Scheitel im Ursprung.

Fir x > 0 ist die Quadratfunktion mo-
noton wachsend, fir x <0 monoton
abnehmend. \
Alle Funktionswerte der Quadratfunk-
tion sind nichtnegativ. Gibt man einen X
beliebigen nichtnegativen y-Wert vor, O
so ist dieser das Quadrat von |/y und 11/
von —W. Die Menge der Funktions-
werte y, die Wertemenge der Quadrat-
funktion, ist also die Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen: W = [Rg

L

»

—
//
o

F'S

|
9
<
\\

N

T~

B. Die Funktion x — x*+q

Tritt im Funktionsterm auRer x? noch ein lineares Glied px oder auch ein konstantes
Glied q auf, so heiRt die Funktion quadratische Funktion.

Beispiel:
x—x2+2; xeR

|1

Wertetabelle: \
X |—3 -2-1 0 1
x2 9 4 1 O

x>+2 111 6 3 2

1

T~

— S
T ——

1 4
3 61

——

Fir alle xeR ist x2+2 um 2 groRer \
als x2. Somit geht der Graph der Funk- \ \ ] /
tion x> x*>+ 2 durch eine Verschie- ) A1/
bung um 2 Einheiten nach oben aus N1
dem Graphen der Quadratfunktion \\ A /
x> x2 hervor: Der Graph der Funktion 7
x—>x*+2; xeR ist eine nach oben Yo7
geoffnete Normalparabel mit dem 5 2 1 4o
Scheitel S(0]2).

Die fiir die Funktion x — x? 4+ q im Fall g = 2 angestellten Uberlegungen lassen sich
auf jedes beliebige g € R lbertragen:

3—x

Der Graph der Funktion x — x? + g; x € R ist eine nach oben geoffnete Normal-
parabel mit dem Scheitel S (0]q).
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C. Die Funktionen x+— (x — x¢)*

Auch der Graph einer Funktion der vETET
Form x— (x — x,)? ist eine Normalpa- T8 vER 1]
rabel. \[ [\ L [11]
Beispiel:

x—=(x—1)% xeR \ \\ / /
Wertetabelle: \[ [\[ P i1 I
X |—3 -2-1 0 1 2 3 i

x2 9 4 1 0 1 4 9 VA / //
x—1)2116 9 4 1 0 1 4 ]

Die dritte Zeile der Wertetabelle geht \-A A1/

aus der zweiten Zeile hervor, wenn

man diese um eine Einheit nach rechts A (
verschiebt. Somit ist der Graph der =3 -2 -1 10 p 31X

Funktion x — (x — 1)? eine nach oben
geoffnete Normalparabel mit dem
Scheitel S(1]0).

Die fiir die Funktion x +— (x — x,)? im Fall x, = 1 angestellten Uberlegungen lassen

sich auf jedes beliebige x, € R bertragen:

Normalparabel mit dem Scheitel S (x,|0).

Der Graph der Funktion x— (x—x,)% xeR ist eine nach oben gedffnete

D. Die Funktion x+— (x—xs)*+ys

Der Graph einer Funktion der Form =(d=1)1+2
X (x—x)2+y, ist ebenfalls eine ‘\ JE4]
Normalparabel, deren Scheitel im All- \ \ 7 |
gemeinen aber nicht auf einer Koordi- \ \[ ] [1]
natenachse liegt. \ |1/
Beispiel: \ \ Wi
x> (x—1)2+2; xeR \ v\ I/ 3
Wertetabelle: CAAN JIE"

X |-3 -2 -1 01 2 3 \[ |4 /

X2 9 4 101 409 \ »

(x—1)2 16 9 4 1 0 1 4 \ 7
(x—1)2+2/18 11 6 3 2 3 6

Die dritte Zeile der Tabelle geht wieder- N

um aus der zweiten Zeile durch eine N S O I O
Verschiebung um eine Einheit nach - KR
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812 Einfache quadratische Funktionen

rechts hervor. Der Summand +2 im Funktionsterm bewirkt, dass alle Funktionswerte
in der vierten Zeile um 2 groRer sind als jene der dritten Zeile.

Somit ist der Graph der Funktion x> (x—1)2+2 eine nach oben gedffnete
Normalparabel mit dem Scheitel S(1]2).

Die fir die Funktion Xt (X —x)%2+y, im Fall x;=1 und y, =2 angestellten
Uberlegungen lassen sich auf beliebige x,, y;€ R ubertragen:

Der Graph der Funktion x+— (x — x,)%2 +y,; x€ R ist eine nach oben geoffnete
Normalparabel mit dem Scheitel S (x4|ys).

E. Scheitelbestimmung durch quadratische Ergéanzung

Der Graph der Funktion x— (x —X¢)% +; ist fir alle x, y;€ R eine nach oben
geoffnete Normalparabel. Der Scheitel ist der tiefstgelegene Punkt, d. h..jener Punkt,
dessen y-Koordinate am kleinsten ist. Den kleinsten Funktionswert erhalt man,
wenn in der Funktionsgleichung y = (x —x,)? +y, das Quadrat den Wert Null
annimmt. Das tritt fiir x = x, ein, und dann ist y =y,. Somit sind x, und y, die
Koordinaten des Scheitels.

Durch quadratische Erganzung kann die Gleichung y = x? + px + q einer quadrati-
schen Funktion auf die Scheitelform y = (x — x¢)? + y, gebracht werden.

Beispiel: y=x>+4x+3=x>+4x+22-224+3=
(x+2)2—4+3=x+2)>-1=
(x=(=2))>-1

Der Graph der Funktion x — x? + 4x + 3 ist somit eine nach oben gedffnete
Normalparabel mit dem Scheitel S(—2|—1).

[l

Bei der quadratischen Gleichung haben wir die quadratische Erganzung auf beiden
Seiten der Gleichung addiert. Damit bei einer Termumformung ein aquivalenter Term
entsteht, mussen wir dagegen die quadratische Erganzung fiir das vollstandige
Quadrat addieren und anschlieRend zum Ausgleich wieder subtrahieren.
Die entsprechende Umformung fiihrt auch im allgemeinen Fall zum Ziel:

— - PV _ PV, 4=
y = pxX+qgq=x"+px+ > > +q=

2

_ P\ _p? _
=(x+3 T ta=

()

Da die Normalparabel nach oben geo6ffnet ist, nimmt die Funktion nur y-Werte an,
die groRer oder gleich dem y-Wert q — %pz des Scheitels sind.

Damit ist bewiesen:
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8§12 Einfache quadratische Funktionen

Satz

Der Graph der quadratischen Funktion x — x* + px + g; x € R ist eine nach oben
q—%pﬁ-

Die Wertemenge der Funktion ist W= [q — % pZ oo [ |

gedffete Normalparabel mit dem Scheitel S <—%

AUFGABEN

. Stelle fiir die Quadratfunktion x — x? eine Wertetabelle fir das Intervall [ —3; 3] mit der
Schrittweite 0,2 auf und zeichne den Graphen sorgfaltig auf Millimeterpapier. Klebe die
Zeichnung auf einen diinnen, festen Karton und schneide eine Schablone fir die
Normalparabel aus.

. Erstelle fiir folgende Funktionen Wertetabellen fir das Intervall [ —3; 3] mit der Schritt-
weite 0,5 und zeichne den Graphen. Gib jeweils die Scheitelkoordinaten an!

a) x—x%+1 b) x+—>x2—1 c) x—>x2—-2
d) x> (x+1)2 e) x— (x—0,5)2 f) x> (x+ 0,5)2
g) x— (x+1)2+2 h) x— (x—0,5)2—-3 i) x—(x+05)2—4

. Entnimm der Funktionsgleichung die Koordinaten des Parabelscheitels und zeichne die
Parabel mithilfe der Schablone!

a) y=x*-2 b) y = (x—3)? c) y=(x—2)>-3
d) y=x*>+2 e) y=(x+3)? f) y=(x+2)*>+3
g)y=(x+3)2-2 hyy=(x—-3)2+2 i) y=(x+2)2-3

. Wie lautet die Gleichung der quadratischen Funktion x+— x + px + q, deren Graph den
Punkt S als Scheitel besitzt?

a) S(2/5) b) S(2]-5) c) S(—-215) d) S(—-2|-5)
e) S(0]—3) f) S(—3]0) g) S(—5|—3) h) S(—0,5|2,5)

. Bestimme fir folgende quadratische Funktionen die Scheitelkoordinaten und zeichne
den Graphen!

a) x—>x>+4x+4 b) x> x2 4+ 4x+1 c) x—x2 +4x

d) x—>x>+8x+13 e) x—>x>—6x+8 f) x>x2—2x—1
g) X—>x2+x+ 3 h) x»x%—3x+ 1L i) x>x2+5x+ 12
k) x> x2—3x ) x-x2+2x m)x—x*>—Ex+ %

. Erstelle fir folgende Funktionen Wertetabellen und zeichne die Graphen!

a) x— (3—x)2 b) x— (2 —x)? c) x— (—2—x)?

Gib jeweils einen aquivalenten Funktionsterm an!

. Ermittle fiir folgende Funktionen im angegebenen Intervall I den kleinsten und den
groten Funktionswert!

a) x—x2—-2;, I=[-2;3] b) x> (x—1)2-2; I1=[-3;3]

c) x—»x>—4x+3;, I=[-3;3] d) x—x2—4x; I=1[0;2]

In welchen Teilintervallen von I ist die Funktion jeweils monoton wachsend bzw.
monoton abnehmend?
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§13 Die allgemeine quadratische Funktion

Wurfparabeln

Galileo Galilei (geb. 1564 in Pisa, gest. 1642 in Arcetri bei Florenz) entdeckte die
Gesetze des freien Falls. Er erkannte, dass die Bahnkurve eines schrdg nach oben
geworfenen oder geschossenen Kérpers eine nach unten gedffnete Parabel ist.
Damit wurde die Parabel zum ersten Mal zur Beschreibung eines Naturvorgangs
verwendet; zuvor hatte man nur auf Geraden und Kreise zuriickgegriffen.

A. Die Funktion x— ax?

In den bisher behandelten Fallen war der Graph einer quadratischen Funktion stets
eine nach oben geo6ffnete Normalparabel. Flir quadratische Funktionen der Form
x+— ax? gilt das nicht mehr. Ihre Graphen heiBen Parabeln.

Beispiele:

X+ 2x2 und xr—>—2—x2

Wertetabelle: : \4 V2R VX
A

x |0 o5 1 15 2 3 \\ R II o =[x

x2 0 025 1 225 4 9 NELYA - 1717

2x? 0 05 2 45 8 18 \ /

1., I

7 X 0 0125 05 1,125 2 4,5 \ \ \\ / y /

Die Parabel y = 2x? erhalt man aus der \NAVAY 3 117/

Normalparabel y = x> durch eine Strek- A

kung der Ordinaten mit dem Faktor 2 \ /

in Richtung der y-Achse, die Parabel L\ \ 1 /

y = 32 durch eine Stauchung mit dem 4

Faktor 5. Die Punkte der x-Achse bleiben T -

dabei fest. =t . 5
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8§13 Die allgemeine quadratische Funktion

Es gibt somit Parabeln, die nicht kongruent sind. Andererseits sind jedoch alle
Parabeln ahnlich.

Beispiel:

Die Normalparabel y = x? kann durch
eine zentrische Streckung auf die Parabel
= 1 x2 abgebildet werden: Der Punkt
P(1]1) besitzt bei der Streckung mit dem
Zentrum Z (0]0) und dem Faktor 2 den
Bildpunkt P’(2]2); dessen Koordinaten \ " 1%
erfillen die Gleichung y = x2 Durch \ /
die genannte Abbildung wird Q (2|4) auf 2
Q’ (4]8) abgebildet; dessen Koordinaten 4—%\
erfullen ebenfalls die Gleichung y = %xz o
USW.

Il
o
S

o //i‘/_

Der Graph von x> — % x? ist eine nach | \

unten geoffnete Parabel. Man erhélt sie /
durch Spiegelung des Graphen von Sl 2 [
x—%x? an der x-Achse. 1 .

Alle Parabeln haben die gleiche Form. Daraus folgt: Bei geeigneter Wahl der Einheit
fiir das Koordinatensystem ist es sogar moglich, jede Parabel mit der Schablone der
Normalparabel zu zeichnen.

Beispiele:

x+— 2x2 und xv—»%xz

Bei der Normalparabel y = x2 ist fiir x, = 1 auch der Funktionswert y, = 1. Um die Einheit
fur die anderen Parabeln zu finden, suchen wir den positiven x-Wert der Parabel, der
gleich dem zugehérigen y-Wert ist: Bei der Parabel y = 2x? ist das fiir 0,5 der Fall, bei der

Parabel y = %x2 far 2.

yE | Ik y y £ % Y, Y F 2x7
8 4 2
\ " 1/ \ L / \[ Ll /
4 2 4
\ / / \ /
2 1 5
\\ 74 4 \\
i I—p > | 4 I 3 2 —1 +als 0ls X

Zur Kontrolle lesen wir die Wertepaare der Wertetabelle an den gezeichneten Parabeln ab.
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8§13 Die allgemeine quadratische Funktion

Wir fassen zusammen:

Der Graph der Funktion x> ax? (a # 0) heift Parabel. Ihr Scheitel liegt im
Ursprung.

Fir a> 0 ist die Parabel nach oben, fiir a <0 nach unten geoffnet.

Fir |a| > 1 ist die Parabel enger, fiir |a] <1 weiter als die Normalparabel.

Alle Parabeln sind &hnlich.

B. Die allgemeine quadratische Funktion

Der Term ax? + bx + ¢ mit a # 0 ist das allgemeine quadratische Polynom in x. Man
definiert entsprechend:

Die Funktion x s ax?+ bx + ¢; x e R heilt allgemeine quadratische Fuhktion.

lhr Graph ist eine Parabel. Der Scheitel kann durch quadratische Ergdnzung
bestimmt werden.

vE2(x—13+3

Beispiel: 3

Xx>f(x) =—2x2 +4x+ 1= \ 3 1]
=—2[x2=2x]+1= \ I/l
=—2[X2—2x+12-12] + 1= § /
=—2[(x—1)2-1]1+1= \ /
=—2(x—1)2+2+1= % v (k—)F 43
=—2(x—1)%+3 3 A

Aus dieser Form des Funktionsterms S

kann man ablesen: Der Graph von 2 ] \

x> f(x) besitzt wie die Normalparabel

y=(x—1)2+3 den Scheitel S(1]3). *

Der Faktor —2 im Funktionsterm bewirkt / \

eine Streckung mit dem Faktor 2 in Rich- 1 I 1 12\ 3 ['x

tung der y-Achse und eine Spiegelung !

an der Parallelen zur x-Achse durch S. yF—2{x L 1)* 4 3

Durch quadratische Erganzung kann jede allgemeine quadratische Funktion
x> ax?+bx +c¢ |

in die Scheitelform
x> a(x—x)%+y,

gebracht werden. Ihr Graph ist eine Parabel mit dem Scheitel S (x.|ys).
Firr a > 0O ist sie nach oben, fiir a < 0 nach unten geoffnet. Die Parabel ist kongruent
zur Parabel mit der Gleichung y = ax?.
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8§13 Die allgemeine quadratische Funktion

C. Nullstellen

Wichtige Punkte einer Parabel sind, auRer dem Scheitel, gemeinsame Punkte mit der
x-Achse; sie haben die y-Koordinate Null.

Definition:

X, heilt Nullstelle einer Funktion, wenn der zugehorige Funktionswert y, = O ist.

Nullstellen kénnen grafisch (im Rahmen der Zeichengenauigkeit) oder rechnerisch
bestimmt werden. Der grafische Weg ist allerdings nur dann zweckmaRig, wenn die
Parabel schon gezeichnet vorliegt.

1. Beispiel:
x> f(x) =—x2+2x+3

Grafische Losung:
f(x) =—(x2—2x+12—-12)+3 =
=—(x—1)2+4 Y= 2k 43

Der Graph, die nach unten geoffnete
Normalparabel mit dem Scheitel S(14),
schneidet die x-Achse in zwei Punkten.
An ihnen liest man die Nullstellen ab:
X;==—1;x,=3 /

N

N~ W
L1

1
Rechnerische Lésung: / yEF +x +2x—1\
—x2+2x+3=0 + N 2 ,\ X
« _ —2%)44+12 _ —2%4 / 1 \
v -2 -2 4 \VHA
X;=—1;,%=3 f I
2. Beispiel: ]I \ \ \\
x—f(x) = —x2+2x—1 I ZA \
y=—x>+2x-3

Grafische Losung:
f(x) =—(x—1)2

Der Graph, die nach unten ge6ffnete Normalparabel mit dem Scheitel S (1]0), berGhrt die
x-Achse; man erhélt eine Nullstelle. Man kann sich diese Parabel aus der des 1. Beispiels
durch eine Verschiebung in der negativen y-Richtung entstanden denken. Dabei riicken
die beiden Nullstellen einander immer naher und fallen schlieRlich zusammen. Daher
liegt es nahe, hier von zwei zusammenfallenden Nullstellen zu sprechen:

X=X, =1

Rechnerische Losung:

—x24+2x—1=0
-2
X1;2=_—2=1
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813 Die allgemeine quadratische Funktion

3. Beispiel: x—f(x) = —x?>+2x—3

Grafische Losung: Rechnerische Losung:

f(x) =—(x—1)2-2 —x242x—3=0

Der Graph, die nach unten geoffnete Da hier die Diskriminante

Normalparabel mit dem Scheitel D=b?>—4ac=4—-12=—-8<0 ist,

S(1]—2), meidet die x-Achse; es gibt gibt es keine Nullstellen.

keine Nullstelle.

Zusammenfassung:

Die Losungen der sind die Nullstellen der

quadratischen Gleichung quadratischen Funktion

ax’+bx+c=0 x> ax? + bx + c.

Besitzt die Gleichung SO hat die Funktion

1. zwei verschiedene zwei verschiedene Nullstellen;
Lésungen der Graph schneidet die x-Achse;

2. eine Losung eine Nullstelle (zwei zusammenfal-
(zwei zusammenfallende lende Nullstellen);
Losungen) der Graph beriihrt die x-Achse;

3. keine Losung keine Nullstelle; der Graph meidet

die x-Achse.

AUFGABEN

. Erstelle fiir das Intervall [ —3; 3] Wertetabellen fiir folgende Funktionen und zeichne die

Graphen in ein Koordinatensystem!

a) xv—>1§x2; X — 3x%; m—»—%xz; X+ — 3x?
b) x+ 0,4x% x+—2,5%x%; x— —0,4x% X+ — 2,6x2

. Bestimme zu jeder Parabel die posiﬁve x-Koordinate, die gleich der zugehdrigen y-

Koordinate ist. Zeichne nach Wahl der geeigneten Einheit fur das Koordinatensystem die
Parabel mit der Schablone flir die Normalparabel!

a)y=%x2 b) y = 4x? c)y=1§x2 d) y = 5x2

Zeichne die Parabel y = 15)(2_ Bestimme den Scheitel des Graphen der folgenden quad-
ratischen Funktionen. Zeichne den Graphen mithilfe der Parabel y = %le

a) x—5x>—3 b) x>5x2—4x+8 ) X% Xx%—2x
d) x—>%x>+3x+3 e) Xi»—3x2+4x—9 f) x>—3x2+2x+2

Bestimme die Gleichungen der quadratischen Funktionen, die einen zur Parabel y = %xz
kongruenten Graphen mit dem Scheitel S besitzen!

a) S(3]0) b) S(3]|—2) c) S(—1,5/125)  d) S(—2,5|—1,5)
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813 Die allgemeine quadratische Funktion

. Bestimme den Scheitel und zeichne die Parabel! Ermittle die Nullstellen grafisch und
rechnerisch!

a) x—»—x2+3x+4 b) x> —x*+3x— 2,25 c) x—>—x*>+3x—4
d) x> —x2—2x+4 e) x> —x2+x+1 f) x—»—x>—5x—4
g) x> —x®>—x—% h) x—»—x2+x+3 i) x> —x2—x+3

. Bestimme den Scheitel, erstelle eine Wertetabelle und zeichne die Parabel! Ermittle die
Nullstellen grafisch und rechnerisch!

a) x—2x2—4x -2 b) x> —2x2—8x—3,5 c) x——2x>+12x—18
d) x> %x%—x e) X>—x2—X f) x> —3x24+x—1
g) x—>Ex®+x—13 h) x> — $x24+x—2 ) xt>—2x2+2x—3

. Bestimme die Gleichung y = ax? + bx + ¢ der Parabel, die den Scheitel S besitzt und
durch den Punkt P verlauft! (Hinweis: Gehe von der Scheitelform aus.)

a) $(0/0), P(2]8) b) S(0[1), P(2]3) c) S$(0]2), P(3]-1)
d) S(110), P(3(8) e) S(—210), P(1]-3) f) S(2]1), P(4(5)
9) S(—=2[1), P(—=4|3)  h) S(=1|-2), P(-3|-4) i) S(—2|3), P(1]0)

. Die Kettenlinie
Eine zwischen den beiden Punkten A(—5|10) und B (5|10) frei herabhdangende Kette
beschreibt eine Kurve, die man Kettenlinie nennt. Diese verlauft aulerdem durch die
Punkte mit folgenden Koordinaten:

x | 0 1 2 3 4
v | o 025 1,1 97 5.4

a) Zeichne die Kettenlinie zwischen A und B!

b) Untersuche, ob die Kettenlinie eine Parabel ist: Stelle dazu die Gleichung der Parabel
durch A, B und den Ursprung O auf. Berechne zu den x-Werten der Tabelle die y-
Werte der Parabel. Zeichne diese in das Koordinatensystem von a) ein!

. Bogenbriicken A)

a) Die Spannweite des parabelformigen
Briickentragers A) betragt | =100 m,
seine Hohe h = 25 m. Wahle ein ge- h
eignetes Koordinatensystem und be- i
stimme die Gleichung der Parabel!
Die Streben zwischen dem Bogen
und der Fahrbahn haben einen Ab-

stand von 10 m. Berechne ihre Lan-

gen! -‘h-
b) Bearbeite die Aufgaben von a) fir

den parabelformigen Briickentrager

B), der die Spannweite | = 80 m und

die Hohe h = 20 m besitzt. || “

A
|
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8§13 Die allgemeine quadratische Funktion

Luftwiderstand

Der Luftwiderstand y Newton eines Autos hangt von seiner Form, seiner angestromten

Querschnittsfliche und dem Quadrat der Geschwindigkeit xkm/h ab: y=ax®

(a: Parameter fiir Form und Querschnittsflache)

a) Eine mit dem ,,Audi 100" in der GroRe vergleichbare Limousine der 70 er Jahre besitzt
bei 50 km/h den Luftwiderstand 115 N. Bestimme a!

b) Der ,,Audi 100" war der Vorreiter zur deutlichen Verringerung des Luftwiderstandes
der Serienautos. Bei 100 km/h hat er den Luftwiderstand 280 N. Bestimme a!

c) Lege eine Wertetabelle an und zeichne die Parabeln flir beide Fahrzeuge in ein
Koordinatensystem! (x < 140)

d) Wie verhalten sich die Geschwindigkeiten der beiden Fahrzeuge, wenn sie den
gleichen Luftwiderstand besitzen?

Kraftstoffverbrauch

Der bewegungshemmende Widerstand eines Autos setzt sich aus dem Luftwiderstand

und dem durch Reibung hervorgerufenen Rollwiderstand zusammen. Der Luftwiderstand

ist proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit x km/h, der Rollwiderstand ist

naherungsweise unabhangig von der Geschwindigkeit. Deshalb setzen wir naherungs-

weise fur den Kraftstoffverbrauch y Liter fir 100 km an: y = ax® + ¢

a) Ein ,VW Golf D” hat folgende Verbrauchswerte: (30km/h|3,01) und
(120 km/h|7,7 I). Bestimme a und c!

b) Ein,,Audi 100" hat folgende Werte: (30 km/h|4,6 1) und (140 km/h|9,01). Bestimme
a und c!

c) Zeichne zu beiden Fahrzeugen die Parabeln in ein Koordinatensystem! Welche
Parabel verlauft flacher? Warum?

d) Wie viel Prozent Kraftstoff kann man bei jedem Fahrzeug sparen, wenn man auf der
Autobahn anstatt mit 130 km/h mit 100 km/h fahrt?
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§14 Extremwertaufgaben

| HIER Eng
CSTEMT

Die Sage von der Griindung Karthagos im 9. Jh. v. Chr.

Die syrische Kénigstochter Dido floh vor ihrem Bruder, der ihren Gatten ermordet
hatte, nach Nordafrika. Dort versprach ein Konig, ihr so viel Land zu schenken, wie
sie mit einer Ochsenhaut umspannen konne. Dido zerschnitt die Haut in einen
schmalen, langen Riemen und umspannte damit ein Gebiet, auf dem sie eine Burg
errichten liel8. Aus dieser entwickelte sich Karthago.

In welcher Form musste Dido den Riemen aufspannen, damit er eine moglichst
grolSe Flache umfasste?

A. GroBtmaogliche Rechtecksfldache

Um Rohstoffe zu sparen, ist man daran interessiert, dass bei der Herstellung eines
Produkts moglichst wenig Abfall entsteht, bzw. eine vorhandene Materialmenge
moglichst gut ausgenutzt wird. Bei solchen Problemen muss man einen kleinsten
bzw. einen groRten Wert, d. h. einen Extremwert, bestimmen.

Beispiel:  Nehmen wir an, Dido gelang es, einen Riemen der Lange 800 m herzustel-
len. Nehmen wir ferner an, dass sie zum Anlegen einer Burg ein Rechteck am
geeignetsten hielt. Wie musste sie den Riemen aufspannen, damit sich das
Rechteck mit der groBten Flache ergab?

Losung: x Meter sei die Lange des Rechtecks,
y Meter die Breite und
A Quadratmeter der Flacheninhalt.

A y
Im Term fur den Flacheninhalt
A =xy
treten die beiden Variablen x und y auf. X
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§ 14 Extremwertaufgaben

Antwort:

Da der Umfang des Rechtecks 800 m sein soll, kdnnen wir entweder x oder
y eliminieren:

2x + 2y = 800
2y = 800 — 2x
y =400 —x
Also:

A = xy = x (400 — x) = — x2 + 400x

Die kleinste Rechtecksldange ist O, die grote der halbe Umfang 400 m, die
Definitionsmenge D der Flachenfunktion x — A folglich D = [0; 400].
Sowohl fiir x = 0 als auch fir x = 400 erhélt man A = 0.

Der Graph der Flachenfunktion x — A A

ist eine nach unten gedffnete Parabel.

Den groBten Wert fir A liefert der o / \

Parabelscheitel. Um seine Koordina- Ll

ten zu bestimmen, ergdnzen wir qua- 1

dratisch: 20000 / \

A=—x*>+400x = A 11/ \
= — (x2 —400x + 200% — 200?) = i il \
= — (x —200)2 + 40000

Scheitel S (200|40000) Of 1100 200 300400

Das groRtmogliche Rechteck, das mit dem Riemen aufgespannt werden
kann, ist 200 m lang und 200 m breit. Seine Flache betragt 40000 m2.

Das grofitmogliche Rechteck ist ein Quadrat. Wirden wir mit einem anderen Wert
fir den Umfang die Aufgabe bearbeiten, so miissten wir beim Auflésen nach y den
Umfang halbieren und beim quadratischen Erganzen noch einmal. Der Scheitel
ergibt sich also stets, wenn x ein Viertel des Umfangs ist:

Von allen Rechtecken mit gleichem Umfang hat das Quadrat den grof3ten
Flacheninhalt.

B. Der Strahlensatz als Lé6sungshilfe

Beispiel:

72

25cm
g

Aus einer trapezformigen Marmor- l _\
A
X

platte soll, wie rechts dargestellt, das  60cm
Rechteck mit dem groten Flachenin-

halt herausgesdgt werden. Wie sind

die Abmessungen zu wahlen?
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8§14 Extremwertaufgaben

Losung: x cm sei die Ldnge des Rechtecks, PR - 4
y cm die Breite und !
A cm? der Flacheninhalt. !
I ——— —
A = xy g 60
i
Der Strahlensatz liefert uns eine Glei- Loaass
chung zum Eliminieren von vy:
~Verhéltnis der _ Verhéltnis ihrer
Parallelstrecken ~— Entfernungen vom Kreuzungspunkt”
PQ 7P
P'Q" ZP’
y _ 100—x )
60 75 |-60
_60(100—x) _ 4 .
Fe—a— =% (100 — x)
Also:
4 A
A=xy=x-=(100—x) =
5 5
DO A
=% (=x*+100x) = N
5 1500
! \
= — & (x* —100x + 50% — 50?) = hopol/
4 4 / \
=— £ (x—50)*+ z- 2500 = ol 1 \
5 5 /
— _ 4 (x—50)2+ 2000 O | 25] 40 [ 75 | 100] x
5 :

Scheitel S (50/2000)

Aus der Abbildung der Marmorplatte entnehmen wir, dass die kleinste Lange
des Rechtecks 25 cm und die groRte 100 cm ist. Die Flachenfunktion x — A
besitzt somit die Definitionsmenge D = [25; 100].

Diese enthalt die x-Koordinate des Scheitels der nach unten gedffneten
Parabel. Der Scheitel liefert also die groBte Rechtecksflache:

x = b0; y=g(100—50)=40; A = 2000

Antwort:  Die groRte rechteckige Platte, die aus der Marmorplatte herausgeschnitten
werden kann, ist 50 cm lang und 40 cm breit. lhr Flacheninhalt betragt
2000 cm?.
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AUFGABEN

Weideflachen

Eine rechteckige Weideflache soll angelegt

werden.

a) Sie wird von zwei Mauern und einem 30 m
langen Zaun begrenzt (Figur a).

b) Sie wird von einer Mauer und einem 30 m
langen Zaun begrenzt (Figurb).

c) Sie wird von zwei Mauern und einem 30 m
langen Zaun begrenzt (Figurc).

Wie muss man den Zaun anbringen, damit sich

jeweils das Rechteck mit dem groBten Flachen-

inhalt ergibt?

. Einbeschreibaufgaben

a) Ein Quadrat ABCD hat die Seitenlange
10 cm. Tragt man von jedem Eckpunkt auf
der folgenden Seite x cm ab, so erhalt man
die vier Punkte P, Q, R und S. Fiir welchen
x-Wert hat das Quadrat PQRS den kleinsten
Flacheninhalt? Wie groR ist dieser?

Ein Rechteck ABCD ist 8 cm lang und 4 cm
breit. Tragt man von den Eckpunkten A und
C auf den beiden anliegenden Seiten jeweils
x cm ab, erhalt man die vier Punkte P, Q, R
und S. Fir welchen x-Wert hat das Paralle-
logramm PQRS den groRten Flacheninhalt.
Wie groR ist dieser?

c) Ein Quadrat ABCD hat die Seitenldange
4 cm. Tragt man von der Ecke C auf beiden
anliegenden Seiten jeweils x cm ab, so er-
halt man die Punkte P und Q. Fiir welchen
x-Wert hat das Dreieck APQ den groBten
Flacheninhalt? Wie grof ist dieser?

b

~

. Marmorplatte

Aus einer dreieckformigen Marmorplatte soll,

wie rechts dargestellt, eine rechteckige der Lan-

ge x cm herausgesagt werden.

a) Bestimme den Term, der den Flacheninhalt
A cm? in Abhéngigkeit von x beschreibt!

b) Gib die Definitionsmenge D der Flachen-
funktion x+ A an! Ermittle die Scheitelko-
ordinaten der zugehorigen Parabel!

R x C
D
X{
S
10cm
Q
}x
— B
A x P
X
D R——C
b
S Q 4cm
| &
A= P B
8cm
D Q,—Lc
P
4cm
A B

x>

¢) Zeichne den Graphen der Flachenfunktion x+— Al

d) Wie muss man Lange und Breite wahlen, damit man die rechteckige Platte mit dem
grolten Flacheninhalt bekommt? Wie viel Prozent der urspriinglichen Flache entfallen

auf die grofite Rechtecksflache?
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4. Stark beschéadigte Tischplatte

Aus dem trapezférmigen, unbeschadig- | """
ten Teil einer wertvollen Tischplatte soll

0
|
|

eine rechteckige herausgesagt werden. I
a) Entnimm der Abbildung die Defini- 80cm |
tionsmenge der  Flachenfunktion A |
X +— Al :
b) Bestimme den Term, der den Flachen- X |

inhalt A cm? des Rechtecks in Abhén-
gigkeit von x beschreibt!

c) Ermittle die Scheitelkoordinaten der Parabel! Zeichne den Graphen der Flachenfunk-
tion x+— Al

d) Wie muss man Lange und Breite wahlen, damit das Rechteck den gréRten Flachenin-
halt bekommt? Wie groR ist dieser?

120cm

5. Beschédigte Tischplatte

s o 30cm
Aus dem unbeschadigten Teil einer wert- S

vollen TithpIatte soll eine rechteckige {2%)cm
herausgesagt werden. !

a) Bearbeite die Aufgaben 4a) bis d) fur 80cm
die rechts dargestellte Tischplatte! A

b) Wie viele Quadratzentimeter der
Tischplatte verschenkt man, wenn
man anstatt des Rechtecks mit dem 2.
groBten Flacheninhalt durch nur ei- 120cm
nen Schnitt bei x =90 das linke
Rechteck absagt?
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§15 Quadratische Ungleichungen

Ein akustisches Wettrennen

Die kleine Glocke einer Turmuhr schlagt mit hohem Ton jede Viertelstunde, erst
einmal, dann zweimal, dreimal und zur vollen Stunde viermal. Die gro8e Glocke mit
dem tiefen Ton zahlt die vollen Stunden, von der ersten bis zur zwolften. Jeweils um
Mitternacht beginnt ein Wettlauf zwischen beiden: Zunachst bleibt die grolSe mit
ihren wenigen Schlagen aussichtslos zurtick, doch im Laufe des Tages werden ihre
Schldage immer zahlreicher.

a) Wie viele Schlige macht jede der beiden Glocken bis einschlieSlich zur n-ten
Stunde' des Tages?

b) Kann die groBe Glocke mit der Anzahl ihrer Schlage die kleine tberholen?

A. Erstes Losungsverfahren (anschaulich)

Die Lésungen der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 sind die Nullstellen
der Funktion x> ax? + bx + c. Die Nullstellen der Funktion sind jene Punkte ihres
Graphen, die auf der x-Achse liegen. Damit stellen sich aber auch folgende Fragen:

Welche Punkte des Graphen liegen
— oberhalb der x-Achse, welche liegen
— unterhalb der x-Achse?

Oberhalb der x-Achse liegen die Punkte des Graphen, deren Funktionswerte positiv

sind. Um diese Punkte zu bestimmen, muss man die quadratische Ungleichung
ax?+bx+c>0

l6sen.

1
L Beachte:1+2+3+...+n=n(n2+ )
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8§15 Quadratische Ungleichungen

Beispiel:

x2—-2x—-3>0

Der Graph der Funktion x> x?—2x—3 ist eine nach oben gedffnete
Normalparabel. Um die Punkte zu finden, die oberhalb der x-Achse liegen,
genlgt es, die Lage der Nullstellen zu ermitteln. Nach dem Satz von Vieta
sind diese x; = —1 und x, = 3.

Die quadratische Ungleichung
x2—2x—3>0

besitzt also die Losungsmenge
L=]—o00; —1[U]3; +0l.

Die Zeichnung liefert auch die

Lésungsmengen 1 \ /]
der Ungleichungen \['T /

x2—2x—3<0,
namlich
L=]1-1;3[ , N /
und +F
x2—-2x—3<0,

namlich

L=[-1;3].

N
L

| —
—t]
—

X x, |/

B. Zweites Losungsverfahren (formal)

Eine formale Loésung der Ungleichung ax? +bx+c¢ >0 ist moglich, wenn es
gelingt, den Term ax? + bx + ¢ in Faktoren zu zerlegen.

Beispiel:

x2—2x—3>0
Nach dem Satz von Vieta sind die Nullstellen des Terms x, = —1 und x, = 3.
Nach dem Zerlegungssatz folgt:

x+1)(x—3)>0
Das Produkt (x +1) (x —3) ist genau dann positiv, wenn
1. beide Faktoren positiv. oder 2. beide Faktoren negativ sind:

x+1>0 und x—3>0 Xx+1<0 und x—3<0
x>—1 und x>3 x<—1 und x<3
x>3 x<—1
Jene Zahlen, die x> 3 oder x < —1 erflillen, gehoren also zur Lo-

sungsmenge: L=]—00; —1[ U ]3; +o[.

Besitzt die Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 keine reellen Losungen, so lasst sich der Term
ax? + bx + c der Ungleichung ax® + bx + ¢ > 0 nicht in Faktoren zerlegen. Die durch
y = ax® + bx + ¢ gegebene Parabel liegt entweder

— vollstandig oberhalb der x-Achse; dann erfiillen alle reellen Zahlen die Unglei-
chung ax? + x + ¢ > 0; oder
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815 Quadratische Ungleichungen

— vollstandig unterhalb der x-Achse; dann erfiillt keine reelle Zahl die Ungleichung
ax?> +bx+c>0.

Welcher dieser beiden Falle vorliegt, hangt davon ab, ob a> 0 oder a <0 ist.

AUFGABEN

Nr.1 und 2: Bestimme die Lésungsmenge mit dem anschaulichen und mit dem formalen
Losungsverfahren!

.a) x2—6x+8>0 b) x2+2x<3 c) x>+1,6x+225<0

d) 1+4x—x2<0 e) x?<3x f) x*=1>2-1,3x

.a) x2—2x+2>0 b) x*—3x+6<0 c) x*>4x—4

d —1<x>?—6x+7<2 &e) —2=<2x>—8x+4=<4f) 1<8x—-7—-2x*<4

. Bestimme die Losungsmengen folgender Ungleichungen mit dem formalen Lésungsver-
fahren!

a) 2x2—x—10<0 b) 11x—8> 4x? c) 20x*+49x+9>0

d) 24x>—35x4+20>—40 e) 9x*+24x+16>0 f) 25x*+ 256 < 160x

. Folgende Ungleichungen kann man lésen, indem man mit dem Quadrat des jeweiligen
Nenners multipliziert. Bestimme die Losungsmenge!

x—1 x—9 2x+11
> eRe I8
8] gy a~ Y b g5 =0 ®) gxsz <0
bx + 2 4x—3 1
< =
d)2x—3=1 e) =5 >4 f) x>2 =
. Bestimme die Losungsmenge!
a) [X2—2x—2|<0 b) [x2 — 2x — 15| > 1 g |22 1 <11—0
x+1 3x
d)2<x_1<3 e) o >2 f) |3x—1]|>|2—x]|
. Bestimme die Anzahl der Lésungen in Abhangigkeit vom Parameter t!
a) X2+ 2tx—3t=0 b) x34+tx+t+125=0 ¢) x*—2tx—4t—3=0
. Hangebricke
Die Tragseile von Hangebriicken be- v —
schreiben Kettenlinien oder Parabelb6- \\ r
gen. Liegt bei einem parabelformigen \ /
Bogen der Scheitel im Ursprung des Ko- Mo 5 Fd
ordinatensystems, so lautet seine Glei- b “
chung y = ax2.
Die Spannweite der Briicke sei I, die _
groBtmogliche Hohe der Pfeiler h. Stelle X

die Ungleichung fiir a auf!

. Ein Bauer mochte mit einem 200 m langen Elektrozaun eine rechteckige Weide abgren-
zen, deren Flache mindestens 2400 m? betragen soll. Bestimme den Mindest- und den
Hochstwert fur die Lange des abzusteckenden Rechtecks!

78



§16 Die Wurzelfunktion

Sehweite bei ruhiger See

Wegen der Kriimmung der Erdoberflache ist der Ausblick aufs offene Meer begrenzt.

Befindet sich die Augenhdhe des Beobachters 2 m iber dem Wasserspiegel, so kann

ein unmittelbar auf der Wasseroberflache schwimmender Gegenstand noch wahrge-

nommen werden, wenn er héchstens 5 km entfernt ist. Die Sehweite s wachst mit

der Augenhohe h, und es gilt: s ist proportional zu ]/E

a) Wie weit kann man von einem Deich (8 m), von einer Diine (18 m), von einem
Leuchtturm (32 m) und von einem Rettungshubschrauber (50 m) aufs offene
Meer hinausschauen?

b) Stelle die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen!

A. Umkehrbare Funktionen

Die Quadratfunktion x — x2; x € R kann man durch die ,,x?>-Maschine” veranschauli-
chen. Die eingegebene Zahl x wird mit sich selbst multipliziert, das Ergebnis y

ausgegeben.

Bei einer linearen Funktion kann man umgekehrt die Zahl x eindeutig bestimmen,
wenn der Funktionsterm und die ausgegebene Zahl y bekannt sind. Bei der
Quadratfunktion ist das nicht moglich.

Beispiele: x—2x+5;, xeR x—x% xeR

A

11

79



§16 Die Wurzelfunktion

Isty = 11, so folgt aus 2x + 5 =11, dass Isty = 25, so wurde entweder 5 oder —5
3 eingegeben wurde. eingegeben.

Um aus der ausgegebenen Zahl y auf die eingegebene Zahl x zu schlieRen, kann man sich
vorstellen, dass die Funktionsmaschine rickwarts lauft. Die ,,x>-Maschine” ist dann keine
Funktionsmaschine mehr. Zum Beispiel musste sie zur eingegebenen Zahl 25 die beiden
Zahlen 5 und —5 ausgeben.

Es gibt somit Funktionen, bei denen Es gibt aber auch Funktionen, bei de-
auch die umgekehrte Zuordnung ein- nen die umgekehrte Zuordnung nicht
deutig ist. Diese Funktionen nennt eindeutig ist. Diese Funktionen nennt
man umkehrbar; die umgekehrte Zu- man nicht umkehrbar.

ordnung heiRt dann Umkehrfunktion.

B. Die Wurzelfunktion

Die Quadratfunktion x— x?; x € R ist nicht umkehrbar. Man Quadratfunktion
erhalt jedoch eine umkehrbare Funktion, wenn man ihre x £y 32
Definitionsmenge einschrankt, indem man negative x-Werte
ausschlieRt. 0 0
Die Funktion xrx? mit xeRJ& ist umkehrbar. ?’5 ?’25
Sie ordnet jeder nichtnegativen Zahl ihr Quadrat zu. Die 15 225
umgekehrte Zuordnung ordnet jeder nichtnegativen Zahl 2 4
ihre Wurzel zu. Die nebenstehende Tabelle illustriert diesen 25 6,25
Zusammenhang. 3 9
Die Umkehrfunktion der eingeschrankten Quadratfunktion
lautet also: :

X ]/x mit xe Rg. 1/; ~ X
Sie heiBt Wurzelfunktion. Waurzelfunktion

Dass die Wurzelfunktion die Umkehrfunktion der Quadratfunktion ist, wurde bereits
in 82 mit der Aussage ,,Das Radizieren ist die Umkehrung des Quadrierens”
angedeutet. Bei der vollstandigen Beschreibung einer Funktion darf die Angabe der
Definitionsmenge nicht fehlen:

Funktion: x> x2 Umkehrfunktion: xn—»]/;
D, =Rg D7 = Ry
W, = Rg Wi = Ry

Der Graph der Quadratfunktion x+ x? mit xe R verdeutlicht noch einmal, wa-
rum sie nicht umkehrbar ist: Es gibt Parallelen zur x-Achse, welche die Pa-
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8§16 Die Wurzelfunktion

rabel in zwei Punkten schneiden. Die

umgekehrte Zuordnung von x> x? W= Z IRE 7

ordnet jeder positiven Zahl also zwe/ \ - / ,

Zahlen zu und ist damit nicht eindeu- 4 /

tig. \ / -

Beschrankt man sich dagegen auf den \ 3 T &

Parabelast im I. Quadranten, so hat je- » Z L

de Parallele zur x-Achse mit diesem \[ [ A A -V

héchstens einen Schnittpunkt. Dann 1 f/

ist die umgekehrte Zuordnung von \\/:7

x— x2 eindeutig. 5 1 lo'h T 4 &

Zeichnen wir den Graphen der Wurzel- 1, AN

funktion in das Koordinatensystem ein, . \\‘ L
/ ™~ L L

erkennen wir eine Besonderheit in sei- 2 R \i"

ner Lage:

Die Wurzelfunktion x H]/)? mit xe R ist die Umkehrfunktion der Quadratfunk-
tion x - x2 mit xe Ry .

Man erhalt den Graphen der Wurzelfunktion, indem man den Graphen der
Quadratfunktion an der Winkelhalbierenden des |. Quadranten spiegelt.

Schrankt man die Definitionsmenge der Quadratfunktion Quadratfunktion
auf die Menge der negativen Zahlen D, =R~ ein, so % s g2
entsteht auch eine umkehrbare Funktion.
0 0
Sie ordnet jeder negativen Zahl ihr Quadrat zu. Die umge- _(0 B 0)25
kehrte Zuordnung ordnet jeder positiven Zahl die Gegenzahl 1 o 1'
ihrer Wurzel zu. 15 225
Funktion: x> x? Umkehrfunktion: xn—»—l/; =~ 4
D,=R" D; = R* —2,B 6,25
W, = R* Wi =R -3 9

—]/; “ X
Waurzelfunktion

C. Die Betragsfunktion

Der Term |/x2 ist fir alle x € R definiert. Die Funktion

xn—>|/x2; xeR

entsteht durch Verkniipfung der Quadratfunktion mit der Wurzelfunktion:
Zuerst wird x quadriert, anschlieRend x? wieder radiziert.
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§16 Die Wurzelfunktion

Wertetabelle:
X |—3 -2 -1 0o 1 2 3 =[/%2 L |y|

29 4 1 0 1 4 9
Vx| 3 2 1. 0 1 2 3

Aus der Wertetabelle entnehmen wir:
Die Zahlen der dritten Zeile sind die s
Betrage der Zahlen der ersten Zeile. 3 [ | l 3 Ix
Das ist versténdlich, da /x? = |x| ist.
Die Zuordnungen XHV)? und x> |x| beschreiben also fir xeR die gleiche
runktion, namiich die Betragsiunkiion.

w

N

-

AUFGABEN

. Sind die folgenden Funktionen mit x € R jeweils umkehrbar? Zeichne ihren Graphen im
Intervall [—3;3]. Gib, falls eine Umkehrfunktion existiert, deren Funktionsterm an.
Zeichne den Graphen der Umkehrfunktion ins urspriingliche Koordinatensystem!

a) x> 2x b) x> —x c)xn—»—ix d) x—>x+1

e) x—2x+1 f) x—0-x g) x—0-x+2 h) x—x2—4

. Zeichne die Graphen der Funktionen x +— x und x — 1/; in ein Koordinatensystem. Lose
damit grafisch die Gleichung bzw. die Ungleichungen:

a) x=1/x b) x<]/x c) J/x<x

. Gib fir folgende Funktionen jeweils die groRtmdgliche Definitionsmenge und die
zugehorige Wertemenge an. Zeichne die Graphen!

a)Xf—>]/>7+2 b) x—1/x —2 c) x> ]/x—2
d) x—]/x+2 e) x—]/x—1-2 f) x=])/x+2+1

. @) Zeichne die Graphen der Funktionen x—|/x +x und x+]/x +1/; in ein Koordina-
tensystem!

b) Fur welche reellen Zahlen x gilt: |/x +x = ]/;+1/;?

. Zeichne die Graphen folgender Funktionen mit x e R im Intervall [—3; 3]. Gib jeweils die
Wertemenge an!
a) x—|x|—2 b) x> |x|+1 c) x—|x—1|
d) x—|x+ 2| e) x—|x+1]—2 f) x> |x—2|+1
. a) Zeichne die Graphen der Funktionen x — |/x2 —4x+4; xe Rund x—|x—2|; xeR
im Intervall [—1; 5] in ein Koordinatensystem!

b) Fir welche xeR gilt: |/x* —4x+4 = |x—2[?

. Gib fur folgende Funktionen jeweils die groRtmaogliche Definitionsmenge und die
zugehorige Wertemenge an. Zeichne die Graphen!

a)xt—»—]/; b) x—]/—x c) xn—»]/m
d) x—=]/|x|+1 e) x—=J/|x| =1 f) x=>)Ix|—=2+1
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8. a) Warum ist die Betragsfunktion x> |x| mit x € R nicht umkehrbar?

10.

11.

b) In welche Teilmengen D, und D, kann man R zerlegen, damit die Funktionen x — | x|;
x€ D, und x> |x|; xe D, umkehrbar sind?

c) Bestimme fiir deren Umkehrfunktionen jeweils den Funktionsterm, die Definitions-
menge und die Wertemenge!

d) Zeichne die Graphen der Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen!

. Tsunamis

Tsunamis sind durch Seebeben ausgeloste Flutwellen im Pazifik. Die Geschwindigkeit v
(in m/s) eines Tsunami ist in Kiistennahe von der Wassertiefe h (in m) abhangig, und es

gilt': v ~ ]/H

a) Vervollstandige folgende Wertetabelle und stelle die Formel fiir v auf!
hinm | 0 1 25 4 6,5 9 12,5 16

.. m
vin — } 3
s

b) Zeichne den Graphen der Funktion h+> v!

¢) Mit abnehmender Geschwindigkeit nimmt die Hohe der Flutwelle zu. Wie verhalten
sich Geschwindigkeit und Hohe der Flutwelle, wenn sich ein Tsunami der Kiiste
nahert?

Wasserwellen

Den Abstand eines Wellenbergs bis zum nachsten nennt man Wellenlange. Die Ge-
schwindigkeit v (in m/s) der Wasserwellen hangt von der Wellenlange x (in m), aber
nicht von der Wellenhéhe ab:

v =125}/

Diese Formel gilt nur bei genligend groRer Wassertiefe. Ist die Wellenlange groRer als die
sechsfache Wassertiefe h (in m), so wird die Geschwindigkeit v unabhéngig von x:

v=1,25)/6h

a) Berechne die Geschwindigkeit von Wasserwellen der Wellenlange 5 m, 25 m, 100 m,
400 m in einem Ozean der Tiefe 4000 m!

b) Berechne die groRtmogliche Geschwindigkeit von Wellen in diesem Ozeanbereich!
Wie lang wirde eine Welle mit dieser Geschwindigkeit zum Umlaufen der Erde
bendtigen? (Erdumfang: 40000 km)

c) In einem Bereich der Ostsee betragt die Tiefe 50 m. Zeichne den Graphen der
Funktion Wellenlange — Wellengeschwindigkeit fiir 0 < x < 500!

(x-Achse: 1 cm = 50 m; v-Achse: 1 cm = 20 m/s)

Das Fadenpendel

Die Schwingungsdauer, die Zeit fiir eine Hin- und Herbewe-
gung eines Pendels, hangt von seiner Lange, aber nicht von der
Masse des Pendelkorpers ab. Fir verschieden lange Pendel
wurde die Lange x Meter und die Schwingungsdauer y Sekun-
den gemessen:

xinm | 05 10 15 20 25 30 35 40
yins | 2,0 2,8 3,5 4,0

' Die Variablen vertreten nur die MaRzahlen.
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a) Gib die Formel fir die Schwingungsdauer an!
b) Berechne die fehlenden Werte der Tabelle!

c) Zeichne den Graphen der Funktion x+ y! Wie lang ist ein Pendel mit der Schwin-
gungsdauer 1,0 s?

Ergdnzungen und Ausblicke

Die Sehweite auf das offene Meer

Wir betrachten die Erde als Kugel mit dem Radius r. BN &

Der Beobachtungspunkt B liegt in der Hohe h (iber h N P
der Erdoberflache. Dann kann man von B aus gerade

noch den Punkt P erblicken; weiter entfernte Punkte

liegen unter dem Horizont. BP ist eine Tangente an

die Erdkugel, AMPB somit ein rechtwinkliges

Dreieck. In diesem gilt:

r?+s2=(r+h)?

r?+s?=r?+2rh+h?
s2=2rh+h?
s2=h(2r+h)

2r ist der Durchmesser der Erde; er betragt 2 - 6370 km. Im Term h (2r + h) kann der
2.Summand h, der hochstens etwa 100 m betragt, gegeniiber dem 1. Summanden 2r
vernachlassigt werden:

s?2=h(2r+h) = 2rh
s~ |/2rh

Die Sehweite s ist somit proportional zu ]/ﬁ
Fir h = 2 m erhalt man:

s =1/2rh =/2- 6370 km - 0,002 km = 5,05 km ~ 5 km
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§17 Wurzelgleichungen

Hohe des Kieler Leuchtturms

In der Seemannssprache heilSt der Horizont, den man auf dem Meer wahrnimmt, die
Kimm. Taucht ein Leuchtfeuer gerade am Horizont auf, so sagt man, es befindet sich
in der Kimm. Ist h die Augenhoéhe des Beobachters und H die Feuerhohe iber dem
Meeresspiegel, so gilt fiur die Entfernung s des Leuchtfeuers:

s=|/2rh +)/2rH (Erdradius r = 6370 km)

a) Begriinde diese Formel! (Hinweis: Verwende die Erganzungen zu § 16/)

b) Ein Seefahrer mit der Augenhéhe 3,5 m sieht das 26 km entfernte Feuer des
Kieler Leuchtturms in der Kimm. In welcher Hohe befindet sich das Feuer lber
der Wasseroberflache?

A. Losungsverfahren fiir Gleichungen mit einer Wurzel

Eine Gleichung heillt Wurzelgleichung, wenn die Losungsvariable unter dem
Wurzelzeichen auftritt.

Wurzelgleichungen lassen sich grafisch
und rechnerisch losen.

Beispiel:  x—2 =1]/x ist eine Wurzel- vEA 2
gleichung mit der Defini-
tionsmenge D = RJ. L1 1/5(4)2

\
\

N

Grafische Die Losung der Gleichung f
Losung ist die x-Koordinate des
g Punktes, in dem der Graph
der Wurzelfunktion xn—»‘/)? ] I~
die Gerade y=x—2 =~

schneidet.
Also: L= {4}

N
]

85



817 Wurzelgleichungen

Rechnerische X—2= ]/; Quadrieren
Losung (x—2)2=x

x2—4x+4=x

x2—56x+4=0

x; =1, x,=4 (Satz von Vieta)

L.S. R.S.
Probe fiir x;: 1—2=—1 y1=1
flrx,: 4—2=2 /4 =2
Nur x, erfiillt die Wurzelgleichung: L = {4}
Der Punkt R ist der Schnittpunkt der Geraden y = x — 2 mit dem Graphen
der Funktion x+— —1/x. Da nicht nur (1/x)2 = x sondern auch (—1/;)2 =
ist, liefert die rechnerische Losung auch die x-Koordinate dieses Punktes.

Das Beispiel zeigt:

Um eine Wurzelgleichung zu ldsen, muss man beide Seiten der Gleichung
quadrieren. Das ist jedoch keine Aquivalenzumformung! Deshalb ist bei Wurzel-
gleichungen die Probe unerlasslich.

B. Lésungsverfahren fiir Gleichungen mit mehreren Wurzeln

Treten in einer Wurzelgleichung mehrere Wurzelterme auf, so ist im Allgemeinen ein
mehrmaliges Quadrieren notwendig, um die Wurzeln zu beseitigen. Dabei ist es
zweckmalig, jeweils einen Wurzelterm auf einer Seite der Gleichung zu isolieren.

Losungsschritte

Beispiel:  ]/x+1+]/2x—-5=3 Definitionsmenge bestimmen
Aus x+1=0A2x—5 =0 folgt: D=[2,5;+c0[ eine Wurzel isolieren
2x—5=3—)/x+1 quadrieren

2x—5=9—-6]/x+1+x+1 zusammenfassen, isolieren
6]/x+1=15—x quadrieren
36(x+1) =225 —30x + x? quadratische Gleichung
losen

36x + 36 = 225 — 30x + x?
x> -66x+189=0
« _66+]/66%—4-189 _ 66+60
1;2 2 2
X, =63; x,=3

Probe fiir x,: ]/64 +]/121 =19 +3 Probe durchfiihren

fiir x: VZ+]/T=2+ 1=3
Nur x, erfullt die gegebene Wurzelgleichung:
L= {3}
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AUFGABEN

. Lose grafisch und rechnerisch:

a) 3—2x=1/x b) 3—2x =—]/x c) 2x—5=]/x—1
d) 2x—5=—]x—1 e) x—1=13—x f) x—=1=—)/3—x
.a) x—]/2x—3=3 b) x+1/2x—3 =3 c) 2+)/x+4=x
d) 4)/2x+1—-8=x e) /42 +x—2+1=2x f) 2—1/9%2—7x—1=3x
.a) [/4x—3 =]/6x—5 b) |/3x—4—1/6x—6=0 c) |/4x+9—]/4—6x=0

d) |/x*=3x—]/2x—6=0 ) ]/31-2)/6—x=5 f) /2x—-56+)/x—9=4

.a) x+10+]/x=2 b) 1+2)/x =)/4x+7 o) Yx—2=Vx-)2

d) /9x+5—16x—/2=0 e) 2)/x—1-})B+2x—1=0 ) /7—4x—}/3-2x=1

.a) 5+x—1)5-x=)/2 b) /10+x +1/10—x =4)/2

o) 3)/x=1-)2x=1-1=0  d) /2x+3-})/3)/x+1-1=0

. Stelle durch Vorzeichenanderung erfillbare Gleichungen her:

a) 3)/x—1-)9x+10=1 b) |/80—]/6x—5=9

. a) Lose die folgende Wurzelgleichung nach x auf:

]/;+ /x—a’=a

b) Welcher Bedingung muss a gentigen, damit die Gleichung erfillbar ist?

. a) Lose die folgende Wurzelgleichung nach x auf:

/782 +2ax —)/3ax +a*=a
b) Welche Lésungen hat die Gleichung fir
a<0 bzw. a>0 bzw. a=0?

. Die eine Seite eines Rechtecks ist um 7 cm langer als die andere. Die Diagonale ist um

2 cm langer als die groRere Seite. Berechne die Lange der Rechtecksseiten!

CB-Funk

Zwei geradlinige StraRBen verlaufen senkrecht zueinander. Auf jeder StraRe startet um

8.00 Uhr ein Radfahrer jeweils 10 km von der Kreuzung entfernt. Der eine fahrt mit

18 km/h, der andere mit 21 km/h auf die Kreuzung zu. Beide Radfahrer verfigen uUber

CB-Funkgerate mit der Reichweite 5,0 km.

a) Um wie viel Uhr kdnnen die Radfahrer Sprechkontakt aufnehmen?

b) Die Radfahrer fahren mit gleichbleibender Geschwindigkeit geradeaus weiter. Um
wie viel Uhr reiRt der Sprechkontakt wieder ab?
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§18 Nichtlineare Gleichungssysteme

Wasserspiele

Aus dem kleinen Loch eines Gefal3es
spritzt das Wasser in Form eines Parabel-
bogens heraus. Legen wir, wie rechts
dargestellt, ein Koordinatensystem an, so
beschreibt die Gleichung

__ 1 -
y=—gpXx+c

den Parabelbogen. Dabei bedeutet h die
Hohe der Wasserséaule Gber dem Loch und
¢ den Abstand des Lochs vom Boden.

Yy

X4

a) Wird der Parabelbogen enger oder weiter, wenn h zunimmt?

b) Ermittle die Nullstelle x, des Parabelbogens in Abhangigkeit von h und c!

c¢) Ein GefaB8 ist 30 cm hoch mit Wasser gefiillt. Es enthalt eine Reihe von finf
ubereinander liegenden Lochern mit einem gegenseitigen Abstand von 5cm:
c,=5cm, c,=10cm, ..., c5s = 25 cm. Berechne zu jedem einzelnen Wasser-
strahl die Spritzweite x,. Welcher Strahl spritzt am weitesten?

d) Lege ein Koordinatensystem an und zeichne die finf Parabelbogen! Wo trifft der
Wasserstrahl mit ¢, = 10 cm den Wasserstrahl mit c5 = 25 cm?

e) Berechne die Koordinaten dieses Orts mithilfe der Gleichungen der beiden
Parabelbogen!

A. Schnittpunkte zweier Kurven

Die Losung eines linearen Gleichungssystems kann geometrisch als Schnittpunkt
zweier Geraden gedeutet werden. In einem nichtlinearen Gleichungssystem muss
mindestens eine der Variablen nicht linear, d. h. nicht in der ersten Potenz, auftreten.
Seine Losungen konnen ebenfalls als Punkte in einem Koordinatensystem aufgefasst
werden; es handelt sich dann um die Schnittpunkte zweier Linien, von denen
mindestens eine keine Gerade ist.
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818 Nichtlineare Gleichungssysteme

1. Beispiel:

Grafische
Losung

Rechnerische
Losung

() x2+2x—y+1=0

(1n x—y+3=0 1 l’ 7
Lésen wir beide Gleichungen nach \ /

y auf, = 4 (14
I y=x2+2x+1=(x+1)2 \ A
(1 y=x+3, _ \ /1 1/

so erkennen wir: Durch Gleichung — \ 2 /

() ist eine nach oben geoffnete

Normalparabel mit dem Scheitel S22t 1

S(—1|0) und durch Gleichung y

(I1) eine Gerade mit dem y-Ab- _3 -2 |- X

schnitt 3 und der Steigung 1 gege-
ben. Die Schnittpunkte der Parabel
und der Geraden sind S, (1|4) und S, (—2|1). Also: L = {(1]4); (—=2]1)}

Wir bentitzen das Einsetzverfahren: Zunachst [6sen wir eine Gleichung nach
einer Variablen auf und setzen dann in die andere Gleichung ein.

() x*+2x—y+1=0

(1 x—y+3=0 nach y auflosen
(1 y=x+3 in (1) einsetzen
x24+2x—(x+3)+1=0
xX°>4x—2=0
—-1+]/1+8
X1;2 = 2
x; =1, x,=—2 in (Il') einsetzen
Va=4 y,=1

L={(114); (-2]|1)}

Die Zahlenpaare (x|y), welche die Gleichung x? + y? = r? erfiillen, liegen auf einer
Kreislinie mit dem Mittelpunkt M (0|0) und dem Radius r. Die Schnittpunkte eines
Kreises mit einer Geraden konnen somit auch als Losungen eines nichtlinearen
Gleichungssystems bestimmt werden.

2. Beispiel:

Grafische
Losung

-P(x4]y;), dessen Koordinaten die

() x*+y?=52
()] y=2x+2 Y
Die Zahlenpaare (0|5), (3]4), T4
(413), (5]0) erfillen die Glei-
chung (I). Ein beliebiger Punkt

IS
do
N

N

T

Gleichung x?+y? =52 erfillen, A 1X
bestimmt  ein rechtwinkliges 4 |- 2 |4 X
Dreieck mit den Kathetenlangen x, /
und y; und der Hypotenusenlan- |
ge 5 (Satz von Pythagoras). P liegt
also auf dem Kreis um den Ur- 7
sprung mit dem Radius 5.
Schnittpunkte: S, (1,414,8), S,(—3|—4);

N

IS

L={(1.4/48); (-3]-4)}

’
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Rechnerische ()] x2+y?=25
Losung () y=2x+2 in () einsetzen
x2+ (2x+2)2 =25
X*+4x*+8x+4 =25
5x2+8x—21=0

—8+]/64+420 —8%22

X2 = 70 10
X, =14 X,=— in (II) einsetzen
y1=48 y,=—4
L={(1.4/48); (—3|—4)}

B. Parabeltangenten

An einem Beispiel klaren wir die unterschiedlichen Lagen, die eine Parabel und eine
Gerade zueinander einnehmen konnen.
Wir betrachten die Normalparabel mit der Gleichung

0] y=x
und die Gerade mit der Steigung 2 und dem y-Abschnitt t
(1 y=2x+1.

Fir die x-Koordinaten der gemeinsamen
Punkte folgt durch Einsetzen von (1) in (I1): ” ]
x? =2x+t
x2—2x—t=0
Diese Gleichung besitzt Losungen, wenn die
Diskriminante D = b2 —4ac =4 + 4t > O ist: \

2¢]{4+4t=1il/m /

X1;2 = )

,
5
N

w
I~

N
—

Fir D> 0, d.h. fir t>—1, schneidet die
Gerade die Parabel in zwei Punkten. Man WY/
nennt eine solche Gerade Sekante'.
Mit abnehmenden t-Werten riicken die bei- / 4
den Schnittpunkte immer naher zusammen.
Fir t = —1 fallen sie schlieRlich zusammen: T,
X;.» =1. Die Gerade in dieser Grenzlage i i o W
heiRt Tangente?. Der Tangentenberihrpunkt

ist B(1]1).

Fir t < —1 gibt es keinen gemeinsamen Punkt: Die Gerade trifft die Parabel nicht;
sie ist eine Passante>.

N
N

Ngente passanten

" secare (lat.), schneiden
2 tangere (lat.), beriihren
3 la passante (frz.), die Voriibergehende
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§18 Nichtlineare Gleichungssysteme

Offensichtlich lasst sich diese Untersuchung auf beliebige Geraden verallgemeinern,
sofern sie eine Gleichung der Form y = mx + t besitzen.

Noch nicht berlicksichtigt sind Geraden parallel zur y-Achse mit der Gleichung
X=C:

Aus (I) y =

2

und (II") x=c¢ folgt
Man erhalt also immer einen Schnittpunkt S (c|c?); die Gerade ist Sekante.

Fallunterscheidung fir gemeinsame Punkte von Parabel und Gerade
Die Berechnung der Schnittpunktkoordinaten fihrt auf

I. eine quadratische Gleichung. Ist ihre Diskriminante
@ D > 0, so gibt es zwei Schnittpunkte; die Gerade ist Sekante;
@ D =0, so gibt es zwei zusammenfallende gemeinsame Punkte;
die Gerade beruhrt, sie ist Tangente;
@ D < 0, so gibt es keinen gemeinsamen Punkt; die Gerade ist Passante.

Il. eine lineare Gleichung. Es gibt einen Schnittpunkt; die Gerade ist Sekante.

AUFGABEN

1. Lose grafisch und rechnerisch:

a) x>—4x—y+5=0 b) x*+2x+y—2=0 c) ®*—x+y—2=0
X—y+1=0 2x4+y—1=0 Ix—y+3=0
d)®—x—y—%=0 e) x> +y+1=0 f) 2x2—4x—y+1=0
y—2=0 2x—y+1=0 x+y—1=0
2. Lose grafisch und rechnerisch:
a) x> +2x—y =0 b) x*+2x—y =0 c) x>—-2x—y=0
X2—4x—y+6=0 —x24+2x—y+2=0 Ix¥—y—2=0

3. Bestimme grafisch und rechnerisch die gemeinsamen Punkte der Geraden g mit dem
Kreis k: x2 + y? = 25!
a) gy =3x b) gry=3x-2 c) gy=3x+2

4. Bestimme grafisch und rechnerisch die gemeinsamen Punkte der Parabel p mit dem
Kreis k: x2 + y2 = 25!
a) ppy=x>—-5 b) p:y=x>—13 c) pry=x—1
Was kann man allgemein lber die Anzahl der gemeinsamen Punkte eines Kreises mit
einer Parabel aussagen?

5. Flr welche Werte des y-Abschnittes t der Geraden g ist diese Sekante bzw. Tangente
bzw. Passante der Parabel p? Gib die Gleichung der Tangente und den Berthrpunkt B
an! Fertige eine Zeichnung an!

a) g- y=x+t b) g y=3x+1 c) g y=—2x+t
p: y=x2 p: y=x2 p: y = x?

d) g y=2x+t e) g y=—2x+t f) g y=x+t
p: y=x24+2x p: y=—x>+1 p: y=x*—2x+1
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. Fernsehbild
Bei Fernsehbildschirmen verhélt sich die Hohe /
zur Breite wie 3:4. Die GroRe eines Bildschirms &
gibt man in Katalogen durch die Lange der A0
Diagonale an. Berechne Hohe und Breite eines
,,70-cm-Bildes”’! e -
Kiebitzeier — —

818 Nichtlineare Gleichungssysteme

. Flr welche Werte der Steigung m der Geraden g ist diese Sekante bzw. Tangente bzw.

Passante der Parabel p? Gib die Gleichungen der Tangenten und die Beriihrpunkte an!
Fertige eine Zeichnung an!

a) g y=mx—1 b) g- y=mx+4 c) go y=mx+5
p: y=x* p: y=x? pry=—x%+1

d g y=mx+4 e) g y=mx—3 f) g- y=mx+2
p: y=—x>+2x p:y=x>+x—3 p: y=x>—2x+2

. Bestimme die Losungsmengen folgender Gleichungssysteme!

a) x*>+4xy =57 b) xy —5x =1 c) x—y=3
x+y =7 Ix— y=1 xy =10

d) X2 +vy?=20 e) X2 —4x+vy?=1 fy x>+v>=4
3x—y =10 2x —y =4 3x—4y=-10

g) X2 —4y? =16 h) x2+y2=5 i) 3x2+2y*=1
5x—6y =16 xZ—y2=1 12x2— y? =1

. Geometrisches und arithmetisches Mittel

Das geometrische Mittel zweier Zahlen ist die Wurzel aus ihrem Produkt, das arithmeti-
sche Mittel die halbe Summe.

Bestimme zwei Zahlen, deren geometrisches Mittel 6 und deren arithmetisches Mittel 7,5
ist!

Die Statuten des Vereins der Getreuen in Jever verpflichteten jedes Mitglied, alljahrlich
vor dem 29. Marz eine gewisse Anzahl Kiebitzeier zu sammeln. Von den 105 Eiern, die so
alljahrlich zusammenkamen, wurden dem Fursten Bismarck zu seinem Geburtstag am
1. April 101 Stuck Ubersandt. Als plotzlich ein Mitglied starb, mussten, damit 102 Eier
zusammenkamen, die Statuten dahin geandert werden, dass jedes Mitglied 2 Eier mehr als
friher zu sammeln hatte.

Wie viele Mitglieder hatte der Kiebitz-Verein, und wie viele Eier hatte jedes Mitglied zu-
letzt zu sammeln?

(Aus , Arithmetik fir Gymnasien” von Schubert/Schumpelick, 1908)
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Anhang: Taschenrechner-Einfiihrung

Der Abakus

5 3 7 Jede Perle unter dem Mit-
telsteg hat den Wert1 und

L—"—) Lﬂ—) Mittel- (Jlj Lﬂ_) (Jlj jede Perle tiber dem Mittel-
steg steg den Wert5. Eine Perle

nimmt den zugeordneten

Wert an, wenn sie an den

Mittelsteg herangeschoben

Hunderter Zehner Einer wird.

TEL T
* é* l Statt 7 zu addieren, addiert

man 10 und subtrahiert 3.
1+42 = 3 9 + 7 = 16

Am 12. November 1946 trat ein Japaner mit einem aus wenigen Perlen bestehen-
den, bereits vor 2000 Jahren von den Rémern beniitzten Abakus' im Schnellrech-
nen gegen eine elektrische Rechenmaschine an. Im Addieren, Subtrahieren und
Dividieren gewann der Japaner. Nur im Multiplizieren war die Rechenmaschine
schneller.

Innerhalb von 13,6 Sekunden addierte der Japaner auf seinem Abakus zehn
zehnstellige Zahlen. Heutige elektronische Rechner schaffen das zwar in Bruchtei-
len einer tausendstel Sekunde, aber die Eingabe von 7100 Ziffern und 10 Rechenbe-
fehlen wird wohl selbst von fingerfertigen Menschen nicht in 13,6 Sekunden
bewiltigt. Dagegen bendtigt ein japanischer Kénner zum Einstellen, Addieren oder
Subtrahieren einer Zahl auf seinem Abakus nur dieselbe Zeit, die man zum
Aussprechen braucht.

A. Anzeigeregister X und Rechenregister Y

Der Taschenrechner besitzt ein Tastenfeld. Mit den Zifferntasten @ , @ und
dem englischen Dezimalpunkt D fur unser Dezimalkomma kann man Zahlen

eingeben. Betatigt man z. B. nacheinander die Tasten D erscheint in der
Anzeige 12.3.
Die Ziffern einer Zahl werden der Reihe nach von links nach rechts eingegeben.

Durch Driicken der Tasten wird dem Taschenrechner eine Zahl mitgeteilt, die er in
einem Register? aufbewahrt. Da dieses Register mit der Anzeige verbunden ist,

nennt man es Anzeigeregister X. Betatigen wir nun die Rechentaste , erhalt der

" Im Altertum Rechenbrett der Agypter, Griechen und Rémer
2 Speicher fiir voriibergehende Aufnahme einer Zahl
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Taschenrechner den Auftrag, dass er spater eine Addition ausfiihren und das
Anzeigeregister X fur die Eingabe des 2. Summanden freistellen soll: Die Zahl 12,3
wird in ein zweites Register, das Rechenregister Y (ibertragen. Driicken wir nun die
Taste lz] wird 12.3 im Anzeigeregister X geloscht und 4 aufgenommen. Betétigen
wir jetzt die Ergebnistaste E| addiert der Taschenrechner den Inhalt des X- und des
Y-Registers: Das Ergebnis steht im X-Register.

Wir stellen diese grundlegenden Vorgange noch einmal zusammen:

Eingabe [1]2]- (3] [=]

X-Register 12.3 12.3 4 16.3

Y-Register 0 123 | 123 [[E g0

Der Taschenrechner besitzt ein Anzeigeregister X und ein Rechenregister Y.
Betatigt man eine Rechentaste, (bertragt er den Inhalt des X-Registers in das
Y-Register.

B. Die Grundrechenarten

Die Rechentasten fiir die Grundrechenarten sind , E] und E Damit man
den Taschenrechner zu Beginn jeder Aufgabe startklar machen kann, gibt es eine
Gesamtloschtaste 2 (von engl. clear, loschen). Durch Driicken der Gesamt-
loschtaste wird der Inhalt des X- und des Y-Registers geloscht. .
Ist beim Eingeben einer Zahl ein Tippfehler unterlaufen, verwendet man die
Einzelloschtaste 3 (von engl. clear entry, Eingabeloschung). Sie loscht nur den
Inhalt des X-Registers und erhalt den Inhalt des Y-Registers und den vorher
eingegebenen Rechenbefehl.

Beispiel:  6:3 = mit fehlerhafter Eingabe der 3

Eingabe @ E E‘

X-Register ) 6 6 2 0 3 2

Y-Register 0 0 6 6 6 6 0

' Der.Inhalt der grau unterlegten Felder hangt vom Taschenrechnertyp ab.
2 Je nach Taschenrechner auch mit , (von engl. clear all, alles 16schen) bezeichnet

3 Auch mit , ,bezeichnet
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Zur Eingabe negativer Zahlen dient die Vorzeichenwechseltaste . Betatigt man
diese Taste, wird das Vorzeichen der im X-Register bereits vorhandenen Zahl/
umgekehrt.

Beispiel: 2-(-3) =

Eingabe = E]

X-Register 2 2 3 -3 —6

Y -Register 0 2 2 2 0

Kann eine Kettenrechnung in der Reihenfolge berechnet werden, in der sie eingege-
ben wird, genligen zum Verarbeiten von jeweils zwei Zahlen das X- und das Y-
Register.

Beispiel: 3-4+5—-6=

Eingabe E]E]EIE,

X-Register 3 3 4 12 5 17 6 11

Y-Register 0 3 3 12 12 [l 17 0

Treten in einer Rechnung Klammern auf oder muss auf Grund der Regel ,,Punktrech-
nung vor Strichrechnung” bei der Berechnung von der Reihenfolge der Eingabe
abgewichen werden, sind dafiir im Taschenrechner zusatzliche Register vorhanden.
Mit der Belegung dieser Klammerregister befassen wir uns nicht. Wir halten nur die
Eingaberegel fest:

Die Zahlen, Klammern und Rechenzeichen tastet man in der Reihenfolge in den
Taschenrechner ein, wie sie im Term auftreten.

C. Kehrwert-, Quadrat-, Wurzel-, Potenztaste

Durch Betétigen der Taste bzw. bzw. wird die Zahl, die sich im X-

Register befindet, jeweils dieser Rechnung unterworfen. Der Inhalt des Y- Registers
andert sich dadurch nicht.

Beispiele: a) 3+4%=

Eingabe B

X-Register 3 3 4 16 19

Y-Register 0 3 3 3 0

95



Anhang: Taschenrechner-Einfiihrung

b) Auch ohne Klammern kann man (3 + 4)2 berechnen:

Eingabe E]

X-Register 3 3 4 7 49

Y -Register 0 3 3 0 0

Mit der Potenztaste lasst sich der Wert einer Potenz unmittelbar berechnen.

Beispiel: 23 =
Eingabe 2] | vl | 3] | [=]
X-Register 2 2 3 8
Y-Register 0 2 2 0

D. Der Speicher M

AuBer dem X- und dem Y-Register (und den Klammerregistern) besitzt der
Taschenrechner noch einen Speicher. Ein Speicher ist ein Abstellplatz, ein Speicher
des Taschenrechners ein Abstellplatz fir Zahlen. Nach dem engl. ,,memory”
(Gedachtnis) bezeichnet man ihn mit M. Er dient zum Ablegen von Zwischenergeb-
nissen, die man spater wieder weiterverwendet. Durch das Driicken der Speicher-
eingabetaste @1 wird der Inhalt des X-Registers in den Speicher Ubertragen;
aullerdem bleibt die Zahl im X-Register erhalten. Durch das Betatigen der Speicher-
ausgabetaste 2 (von engl. memory recall, Gedachtnisabruf) wird der Inhalt des
Speichers in das X-Register zuriickgerufen. Die Zahl bleibt auch in M erhalten.
Durch die Gesamtldschtaste wird der Speicher M nicht geldscht. Der Inhalt kann
also fiir aufeinander folgende verschiedene Aufgaben verwendet werden.

E. Grenzen des Taschenrechners

Was geschieht, wenn man mehr Ziffern in das X-Register eingibt, als die Anzeige
fassen kann?

Beispiel:  Wir tasten die Ziffer 2 so oft ein, bis die Anzeige ausgeschépft ist, und dann
noch zweimal. Von dieser Zahl subtrahieren wir die Zahl, die aus so vielen
Ziffern 2 besteht, wie die Anzeige fassen kann. Driicken wir die Ergebnista-

ste E‘ erhalten wir Null.

T Auch von engl. memory in, rein ins Gedachtnis, oder von engl. store, speichern, oder

2 Auch von engl. recall memory, aus dem Gedéachtnis zurlckrufen, oder von engl. recall,

zurtickrufen, oder
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Das bedeutet:

Gibt man uber das Fassungsvermogen der Anzeige hinaus noch Ziffern ein, so
werden diese vom Taschenrechner nicht registriert.

Was geschieht, wenn das Ergebnis das Fassungsvermogen der Anzeige uberschrei-
tet?

1. Beispiel: 600000 - 700000 =

Fur das Ergebnis 420000000000 zeigt der Taschenrechner ,,4.2 11" an.
Das ist offensichtlich eine verstimmelte Form der Potenzschreibweise
4,2-10"" der Ergebniszahl.

2. Beispiel: 0,000006 - 0,000007 =
Fur das Ergebnis 0,000000000042 zeigt der Taschenrechner ,,4.2 —11"
an. Das ist eine verstimmelte Form der Potenzschreibweise 4,2 - 10~'". Sie
beschreibt einen Dezimalbruch, der auf der 11. Stelle nach dem Komma die

erste von Null verschiedene Ziffer 4 und auf der 12. Stelle 2 stehen hat.

A T B
Es bedeutet also: 10 =15 10 —100,10 = 7000 """

Wird das Fassungsvermogen der Anzeige Uberschritten?, so gibt der Taschenrechner
das Ergebnis in Potenzschreibweise an: Es wird als Produkt einer Zahl zwischen 1
und 10 und einer Zehnerpotenz dargestellt.

Der Taschenrechner rundet alle unendlichen Dezimalbriiche auf eine bestimmte
Stellenzahl. Er rechnet also nur mit Naherungswerten. Deshalb treten Ungenauig-
keiten auf. Arbeitet der Taschenrechner mit so vielen Stellen, wie er anzeigt? Wir
testen ihn, indem wir einen unendlichen periodischen Dezimalbruch eingeben und
die Zahl in der Anzeige subtrahieren.

Beispiel: 10:3 —3,3333333=3,3-10"8 = 0,000000033
— [ -
8 Stellen Fassungsvermdgen der Anzeige

Dieser Taschenrechner rechnet also mit 2 Stellen mehr, als er anzeigen kann.

Ein Taschenrechner arbeitet — je nach Typ — mit 1 bis 3 Stellen mehr, als er ausgeben
kann. Deshalb werden im Allgemeinen die Rundungsfehler in den nicht angezeigten
Stellen versteckt.

AUFGABEN

. a) 9-6 b) 21-9 c) 2469136 + 1975308
99 - 66 321 -9 469136 + 197530
999 - 666 4321 -9 69136 4+ 19753
9999 - 6666 54321 -9 9136 + 1975

7 Bei manchen Taschenrechnern bereits ab dem Uber- oder Unterschreiten einer bestimmten Schwelle.
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Anhang: Taschenrechner-Einfliihrung

. a) 1-8+1 b) 1-9+2 c) 1-9+2
12-8+2 12:943 21-94+33
123-8+43 123-94+-4 321-94 444

1234-8+4 1234-9+5 4321 -9 4 5555
12345-8 +5 12345-9+6 54321 - 9 + 66666

. Spiegelzahl/
Kehrt man die Reihenfolge der Ziffern einer natlrlichen Zahl um, so erhalt man ihre
Spiegelzahl.
Addiere jeweils zu der folgenden Zahl ihre Spiegelzahl. Wiederhole mit dem Ergebnis das
Verfahren so oft, bis schlieBlich eine Zahl entsteht, die gleich ihrer Spiegelzahl ist.
Beispiel: 39+93=132; 132+ 231 =363
a) 58 bj 65 c) 57 d) 785 ej 575

. Differenz von Zahl und Spiegelzah/

a) (752 —257):99 b) (452 —254):99  c) (834 —438):99
(762 — 267) : 99 (552 — 255) : 99 (835 —538) : 99
(782 — 287) : 99 (952 — 259) : 99 (837 —738) : 99

d) Ist x die Hunderterziffer, y die Zehnerziffer und z die Einerziffer einer dreistelligen
natiirlichen Zahl, so lasst sich diese in der Form 100x + 10y + z darstellen. Gib die
entsprechende Darstellung ihrer Spiegelzahl an! Bilde aus Zahl und Spiegelzahl die
Differenz! Begriinde, dass diese durch 99 teilbar ist!

e) Teste jeweils durch zwei selbst gewahlte Zahlenbeispiele, ob bei vier-, fiinf-, sechs-,
siebenstelligen Zahlen die Differenz aus Zahl und Spiegelzahl durch 99 teilbar ist!
. Berechne mit dem Taschenrechner, ohne Zwischenergebnisse zu notieren:
a) [(2,014 +7,35) - (42,382 —4,882) —51,15] : [61 + (7,035 — 4,9278) : 0,0048]
b) [(67,86—42,382):(2,753—-2,633) —8,9]:(17,3-0,9—3,07)
[(23,8—-16,b) - 5,625 + (24,4375 — 23,5)] : (3,8 —0,3)
. Kettenbriiche

Berechne mithilfe der -Taste die Kettenbriiche a) bis d), indem du jeweils , rechts
unten’ beginnst! Runde auf 4 Dezimalstellen!

a) 141 b)1+§%§ 0) 14—
1 1 2+2+‘z
d) 1+ - &) 14—
243 2+211
+3

f) Im Nenner wird, mit 2 beginnend, jeweils ein Kehrbruch gebildet, dann wird 2 addiert,
dann wird wieder der Kehrbruch gebildet, ... . Fliihre das mit dem Taschenrechner so
lang aus, bis sich in der Anzeige der Wert des Kehrbruchs nicht mehr éandert! Addiere
erst dann 1! Vergleiche das Ergebnis mit dem Naherungswert des Taschenrechners fiir

/2!

. Berechne folgende Kettenbriiche! Vergleiche die Ergebnisse mit dem im Taschenrechner

- o . .
gespeicherten Wert fir die Kreiszahl r; ¢) 3+ 1 1

1 _ 7+ —
a) 3+3 b) 3+ 5+ 15+111
+ 393
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8.

9.

10.

11.

12.

Anhang: Taschenrechner- Einfuhrung

a) 112 b)  (3+1)2-1 c) (6+ 1)1
1112 (33+1)2-1 (66 + 1)2—1
11112 (333+1)2—1 (666 + 1)2—1
111112 (3333 +1)2—1 (6666 + 1)>—1
a) 113 b) (B+1+2)° c) (6+1+4+6+5+6)‘5‘
1013 (5+8+3+2)° (1+7+2+1+0+3+6+8)6
1113 (14+9+6+8+3)3 (3+4+o+1+2+2+2+4)
Zweierpotenzen
a) Berechne die Zweierpotenzen 27, 22, 23, ..., 2"¢]

b) Welche RegelmaRigkeit kann man fir die Einerziffer beobachten?

Welche Einerziffer besitzt 2'9°1?

c) Berechne 1+ 2" + 22 4+ 23 4 ... + 2'5! Vergleiche die Zwischenergebnisse jeweils mit

den Werten der Zweierpotenzen von a)!

d) Berechne 1 4+ (—=2)"+ (—=2)2+ (—=2)3+... + (—2)"8I

e) Berechne 1+ (3)"+ 3)2+ @) +...+ %)

Notwendiges Runden

a) Mit einem Lineal werden die Linge eines DIN A5-Blatts zu | = 21,1 cm und die Breite
zu b = 14,8 cm auf 1 mm genau gemessen. Das heilt fiir die wahre Lénge | bzw. die
wahre Breite b gilt: 21,05 cm < | < 21,15 cm bzw. 14,75 cm =< b = 14,85 cm. Berech-
ne den kleinst- und den gréBtméglichen Flicheninhalt A des Blatts. Berechne das
Produkt der beiden Messwerte. Auf wie viele Stellen genau wird man diesen Wert fiir

A runden?

b) Die Lange des Asphaltbelags eines StraRenteils wird zu | = 940,7 m unc{die I?re'ite zu
b = 7,3 m auf 1 dm genau gemessen. Berechne den kleinst- und den gréBtmoglichen
Wert fiir den Flicheninhalt A. Gib fiir A einen sinnvollen Naherungswert an!

Kreuzwortratsel
Zeichne das rechts dargestellte Ratsel in dein
Heft. Berechne die Aufgabe zunachst mit dem
Taschenrechner; drehe ihn anschlieRend um
180°; trage das nun lesbare Wort ein!
Waagrecht

(1) 60-[2+3%-5-(382+3)] —2

(6) 14+3-[4-(2-3%)2-2]

(7) 22-(6-1/1+25-32—-1)

(8) 32-(28%2+62—3)
(10) 33-|/1 +5-32-23
(11) -1-3-(2-22-32-5-7)
(12) /(6% +82+24%) :4

Senkrecht
(1) 112-(32-1924+5)+4
(2) 2%-3*—(5672—-54?):111

(3) 113_;—123-|-|/292—202
(4) 28 - (2-1492-17) -1
(5) 31 - (2*:31-1)

(9) 1/—2’5—ﬁ-(23-21+1)+1
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