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§ 1 Reinquadratische Gleichungen 

Tragfahigkeit des Eises 

Für das 8etreten des Eises auf Gewassern mit SüBwasser kann die Tragfahigkeit 
dureh folgende Faustformel bereehnet werden: 

G = 1 00 ~ . d 2 G: hóchstzu/assiges Gewicht der Person 1 

cm2 d: Dicke des Eises 

a) 8ereehne zu folgenden Eisdieken d, wie sehwer die Personen hoehstens sein 
dürfen, die das Eis betreten konnen! 

d in em 1 2 3 4 5 6 

G in N 

b) Wie diek muss das Eis mindestens sein, damit eine 625 N sehwere Person es 
betreten kann? 

A. Das Quadrieren ganzer Zahlen 

Im 7. und 8. Schuljahr sind beim Lósen von Gleichungen die Ouadrate der Variablen 
entweder überhaupt nicht aufgetreten oder weggefallen. Wir werden uns nun mit 
Gleichungen befassen, in denen sich die Ouadrate der Variablen nicht wegheben. 
Bevor wir uns diesen quadratischen Gleichungen zuwenden, frischen wir unsere 
Kenntnisse über das Quadr.ieren auf. 

Multipliziert man eine rationale Zahl a mit sich selbst, so erhalt man ihr O ua drat. 
Man schreibt dafür a2

. 

a . a = a2 (Gelesen: "a hoch 2" oder "a Ouadrat") 

a2 ist der Sonderfall einer Potenz, namlich mit dem Exponenten 2. a ist die Basis. 

Die Ouadrate ganzer Zahlen nennt man Ouadratzahlen. 

1 Wird die Belastung durch Hinlegen auf ei ne grõ!?'ere Flache verteilt, erhõht sich die Tragfahigkeit. 
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§ 1 ReinquadratiseheGleiehungen 

Multipliziert man eine negative Zahl mit sieh selbst, so erhalt man eine positive Zahl. 
Es gibt also keine negativen Ouadratzahlen. Ouadratzahlen sind O, 1, 4, 9, 16, 25, 
usw. 

Bereits im 6. Jh. v. Chr. gelang es Pythagoras und seinen Sehülern, bemerkenswerte 
Eigensehaften der natürliehen Zahlen aufzuspüren. Mit Reehensteinen konnten sie 
zeigen, dass eine mit 1 beginnende Summe aufeinander folgenderungerader Zahlen 
eine Ouadratzahl ergibt: 

• •• •• 
1+3=4 

•• • • • • •• e 

1+3+5=9 

• • • • • • • • e.e 
•••• 
1+3+5-+7=16 

Nicht nur für Überschlagsreehnungen sind die folgenden Aussagen über die 
Stellenzahl von Basis und Ouadrat nützrieh: 

Es sei a eine natürliehe Zahl. 

a a2 Ist a so ist a2 

1~a<10 1 ~ a2 < 100 einstellig ein- oder zweistellig 
10 ~ a < 100 1 00 ~ a2 < 10000 zweistellig drei- oder vierstellig 

1 00 ~ a < 1000 1 0000 ~ a2 < 1 000000 dreistellig fünf- oder seehsstellig 
... ... ... ... 

Stellenregel 

Ist a eine n-stellige ganze Zahl, so ist ihr Ouadrat a2 entweder (2n - 1 ) - oder 
2n-stellig. 

B. Das Quadrieren von Bruchzahlen 

Das Ouadrat einer ganzen Zahl, eine Ouadratzahl, ist eine natürliche Zahl oder die 
Null. Was für eine Zahl erhalt ma n, wenn man eine gebroehene Zahl quadriert? 

(!i)2 = (2 . 7)2 = 2 . 7 . 2 . 7 = 196 
Beispiel: 15 3·5 3·5·3·5 225 

Wir bekommen hier wieder eine gebroehene Zahl. Dieses Ergebnis lasst si eh 
verallgemeinern: 

Satz 
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Das Ouadrat einer gebrochenen rationalen Zahl ist eine positive gebrochene 
rationale Zahl. 



Beweis: 

§ 1 Reinquadratische Gleichungen 

Jede gebrochene Zahl a lasst sich durch einen vollstandig gekürzten 
Bruch darstel!en. Zerlegt man seinen Zahler in die Primfaktoren P1' 

P2' ... , Pm und seinen Nenner in die Primfaktoren q1' q2' ... , qn' so sind 
die Zahlerfaktoren von den Nennerfaktoren verschieden: 

a = ± p, P2 . . . Pm 
q, q2'" qn 

Nun ist: 

( + falls a positiv ist 
- falls a negativ ist) 

a2 = p, P2 ... Pm . p, P2 ... Pm 
q, q2 ... qn . q, q2 ... qn 

Durch das Quadrieren treten die schon vorhandenen Faktoren in 
doppelter Anzahl auf. Es kommen keine neuen Primfaktoren hinzu. Der 
Bruch ist nicht kürzbar. Er stellt also keine ganze Zahl dar. 

C. Reinquadratische Gleichungen 

Eine Gleichung, in der die Variable nur im Quadrat auftritt, heiBt reinquadratische 
Gleichung. 

1. Beispiel: x2 
- 9 = O; G = Q) 

1. Lósung: Mithilfe der "Plusminusformel" kõnnen wir diese quadratische Gleichung 
auf zwei lineare Gleichungen zurückführen: 

(x +3) (x - 3) = O. 

Da ein Produkt genau dann den Wert O hat, wenn mindestens ein Faktor 
N-ul! ist, folgt: 

x + 3 = O oder x - 3 = O 
x = - 3 oder x = 3 

L = {-3; 3} 

2. Lósung: x2 = 9 

8ekan'ntlich ist 32 = 9 und (- 3)2 = 9. Also: 

x = 3 oder x = - 3 

L = {-3; 3} 

2. Beispiel: x2 = 2; G = Q) 

Da das Ouadrat der gesuchten Zahlen eine natürliche Zahl ist, kommen auf­
grund unseres Satzes nur ganze Zahlen als Lõsungen in Frage. Da 2 keine 
Ouadratzahl ist, gibt es auch keine ganze Zahl, welche die Gleichung erfüllt: 
L = { }. 
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§ 1 Reinquadratische Gleichungen 

Diese Überlegung lasst sich verallgemeinern: Ist die ganze Zahl a keine Ouadratzahl, 
so gibt es weder eine ganze Zahl noch eine gebrochene Zahl, deren Ouadrat a ist. 
Die Lõsungsmenge der reinquadratischen Gleichung x2 = a ist dann über der 
Grundmenge QJ leer: L = { } 

AUFGABEN 

1. a) 52 

e) - (_52 ) 

2. a) (~)2 

b) (_5)2 

f) 52 _42 

22 

b) -
3 

e) ( _ ~)' _ (~)' f) _ ;2 + ~2 
3. a) (a - b)2 b) (b - a)2 

e) (3x + 2)2 - (2 - 3X)2 

d) _52 

h) ( _ 5)2 - (_4)2 

d) 
3 

g) _; + ( _ ~2 h) _ ;2 _ ( _ ~2) 
e) (- a - b)2 d) (a + b)2 

f) (2z - 0,52) - (- 2z -0,5)2 

4. a) (a + b + e) 2 b) (a - b + e) 2 e) (a - b - e) 2 d) (- a - b - e) 2 

e) (X-y+1)2 f) (2u-3v+1)2 g) (2m-n-O,5)2 h) (-m+2n+O,5)2 

i) (5x - 3y - 2)2 - (5x + 3y + 2)2 k) (7x + 5y + 3)2 - (5x + 7y + 3? 

5. a) Schreibe die Ouadratzahlen von 12 bis 102 auf! 

b) Subtrahiere von jeder Ouadratzahl die vorhergehendel Von welcher Zahlenart sind die 
Werte dieser Differenzen? 

e) Vereinfache den Term (n + 1)2 - n2 und begründe damit das Ergebnis von b) für 
beliebiges n! 

6. Welche Ziffern kõnnen auf der Einerstelle einer Ouadratzahl stehen? 

7. Ein Rechentrick 
Regel: Eine zweistellige Zahl mit der Einerziffer 5 wird quadriert, indem man die 
Zehnerziffer mit der folgenden Zehnerziffer multipliziert und an dieses Ergebnis 25 
anhangt. 

Beispiel: 752; Zehnerziffer 7, folgende Zehnerziffer 8; 7 . 8 = 56; 
25 anhangen liefert 5625 = 752 

a) Berechne mit dieser Regel im Kopf und überprüfe mit dem Taschenrechner: 152, 252, 
352,452, 552, 652, 852 

b) Die Zahlen mit der Einerziffer 5 lassen sich in der Form 1 Ox + 5 darstellen. 8erechne 
(1 Ox + 5)2! Klammere aus zwei Summanden 100x aus und begründe mithilfe dieses 
Terms die Regel! 

e) Berechne mit dem Taschenrechner: 952, 1052, 1152, 1452 

Wie lasst sich die Regel auf dreistellige Zahlen erweitern? 

8. 8erechne mit dem Taschenrechner: 

a) 92 b) 2,7 2 

992 0,272 

9992 0,0272 

99992 0,00272 
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e) (496 - 132)2 
(132 - 496)2 
4962 -1322 

1322 - 4962 

d) 5552 - (444 + 333)2 
5552 - (444 - 333)2 
5552 - (4442 + 3332) 
5552 - (4442 - 3332) 



§ 1 Reinquadratische Gleichungen 

9. Berechne mit dem Taschenrechner: 

a) 62 
- 5 2 

562 - 552 

5562 - 5552 

55562 - 55552 

b) 72 _ 42 

572 - 542 

5572 - 5542 

55572 _ 55542 

e) 92 _ 22 
592 - 522 

5592 - 5522 

55592 - 55522 

d) Erklare die Besonderheit der Ergebnisse mit der II Plusminusformel"! 

10. Wie viele dreistellige natürliche Zahlen sind keine Ouadratzahlen? 

11. Monotoniegesetz tür Quadrate 
a) Zeige: Für beliebige positive rationale Zahlen a1 , a2 gilt: 

Wenn a1 < a2, dann ist a~ < aª. 

b) Zeige: Für beliebige negative rationale ZahJen a1 , a2 gilt: 
Wenn a1 < a2, dann ist a~ > aª. 

(Hinweis: Multipliziere die Ungleichung a1 < a2 einmal mit a1 und ein anderes Mal mit 
a2. Folgere aus beiden Ungleichungen jeweils die Behauptung.) 

Nr.12 bis 16: Bestimme die Lõsungsmenge über der Grundmenge Q! 

12. a) x2 
- 25 = O 

d) x2 + 225 = O 

13. a) x 2 
- 5 = O 

d) 16x2 = 4 

14. a) ;x2 
- 9 = 9 

d) 3x2 + ~ = 2X2 - ~ 
2 2 

15. a) (x-12) (x + 12) = O 

e) (18x + 7) (18x - 7) = O 
e) (3 + X)2 + (3 - X)2 = 68 

16. a) x-(x+2) (3-x) =19 

b) x2 
- 64 = O 

e) x2 = 0,01 

b) 8x2 - 98 = O 
e) 147x2-27=0 

e) (2x - 5)2 - 4 (1 - 3x) (1 - 2x) + 24 = O 
e) (3x - 2)2 - 4 (2x + 3) (x - 3) = 40 

e) x2 -169 = O 
f) x2 - 0,0036 = O 

e) 3x2 
- 9 = O 

f) 50x2 - 4 = O 

b) (x - 12) (x + 12) = 25 

d) (18x + 7) (18x - 7) - 32 = O 
f) (3x + 1)2 + (3x _1)2 = 34 

b) 6x (x - 2) - (2x - 3)2 = 16 

d) 46 - 2 (7x + 11) (7x -11) = O 
f) (x - 3)2 - (x - 2)2 - (x - 1 )2 = O 

17. Gib über der Grundmenge (J) die Definitionsmenge D an! Bestimme die Lõsungsmenge! 

9 a) - - 3x = x 
x 

1 1 
e) -----= 1 

x+2 x-2 

e) x + 20 _ 10x = x + 1 
x - 5 2x -10 

x 1 2 - 3x 
g) x + 2 - x - 2 = x2 - 4 

7 x 1 x 
b) - - - = - --

x 2 x 3 

x x 9 
d) x - 3 + x + 3 = "4 

f) 2x + 38 1 - x _ x - 2 
3x+21 - x+ 7 - -3-

h) 2x x + 1 _ 8x + 4 
x - 3 - x + 3 - x2 - 9 

9 



§ 2 Quadratwurzeln 

j )) 

Das Fallgesetz 

Galileo Galilei hat 1609 das Fal/gesetz gefunden. Es beschreibt, we/che Zeit tein 
Stein benótigt, um aus der Hóhe h auf den Boden zu fal/en. Nach einer Legende hat 
Galilei dazu Fal/versuche am Schiefen Turm von Pisa durchgeführt. 
Wir werden das Gesetz aus fo/genden Messwerten gewinnen: 

h in m · 5 20 45 80 125 

t in s 1 2 3 4 5 

a) Durch we/che Zah/ muss man die erste Hóhe (in m) dividieren, um die 
zugehórige Fal/zeit (in s) zu erha/ten? Dividiere die anderen Hóhen auch durch 
diese Zahl! Wie kann man al/gemein aus- der durchfal/enen Hóhe h (in m) die 
Fal/zeit t (in s) berechnen? 

b) Der Schiefe Turm von Pisa ist 55 m hoch. Ein Stein braucht a/so etwas mehr a/s 
3 Sekunden, um von der obersten Ga/erie bis zum Erdboden zu fal/en. Die 
hóchsten Bauwerke, die Fernsehtürme von Toronto und Moskau, sind ungefahr 
zehnma/ so hoch. Wie /ange benótigt ein Stein, um aus 500 m Hóhe auf den 
Boden zu fal/en? 

A. Definition der Quadratwurzel 

Die positive Zahl a sei das Ouadrat einer rationalen Zahl. Dann besitzt die Gleichung 
x2 = a zwei Lõsungen: eine positive und eine negative. Die positive Lõsung 
bezeichnet man als die Quadratwurze/ aus a. Da die Gleichung x2 = O die Lõsung O 
hat, nimmt man die Null in die Definition der Ouadratwurzel mit auf. 

10 



§ 2 Quadratwurzeln 

Definition: 

Die Ouadratwurzel aus a ist diejenige nichtnegative Zahl, deren Quadrat a ergibt. 

Man schreibt dafür va (gelesen: "Ouadratwurzel aus a" oder kurz "Wurzel a"). 

(Va)2 = a 

Die Zahl a unter der Wurzel nennt man Radikand1
• Das Berechnen der Ouadratwur­

zel heiBt Wurzelziehen oder Radizieren. 

Beispiele: a) v25 = 5 

1(49 7 
e) V 8f = 9 

b) V12,25 = 3,5 

d) l j338 = l j169 = ~ V98 V49 7 

Ist der Radikand nicht unmittelbar als Ouadrat einer rationalen Zahl erkennbar, kann 
seine Primfaktorzerlegungdas Berechnen der Ouadratwurzel erleichtern. 

Beispiele: a) V676 = V2 . 2 . 13 . 13 = V (2 . 13)2 = 26 

b) V24,01 ~ V~~Od ~ V7;~:;~7 ~ Ve1;Y ~4,9 
Durch Einführung des Wurzelzeichens wird der Termbegriff erweitert. Ist Tein Term 

im bisherigen Sinn, dann wird von nun an auch VT als Term bezeichnet. 

Aber nicht jeder Wurzelterm beschreibt eine rationale Zahl. Da es z. B. keine rationale 

Zahl gibt, deren Ouadrat 2 ist, ist 112 keine rationale Zahl. 

B. Quadrieren und Radizieren 

Ist der Radikand das Ouadrat einer rationalen Zahl, so kann die Wurzel gezogen 
werden. 

Beispiele: a) 1152 = v25 = 5 b) V(-5)2 =V25 = 5 

e) vm' ~~~~ d) v( -~)' ~ ~ ~ ~ 
Bei einer positiven Zahl ist die Wurzel aus dem Ouadrat der Zahl gleich der 
ursprünglichen Zahl. Das Radizieren ist die Umkehrung des Ouadrierens. 
Bei einer negativen Zahl ist die Wurzel aus dem Ouadrat der Zahl gleich dem Betrag 
der ursprünglichen Zahl. 

1 radix (Iat.), Wurzel 

11 



§ 2 Quadratwurzeln 

Also allgemein: 

Für beliebige rationale Zahlen a gilt: 

0J2 = lai 

Sind die Ouadrate zweier rationaler Zahlen a und b gleich, so sind die Zahlen 
entweder gleiche Zahlen oder Gegenzahlen. Aus der Gleichheit der Ouadrate darf 
also nur auf die Gleichheit der Betrage geschlossen werden: 

I Aus a2 = b2 folgt I a I = I b I, also a = b oder a = - b. 

Beispiel: Aus x2 = 4 folgt I x I = 2, also x = 2 oder x = - 2. 

c. VolIstãndige Quadrate 

Der Radikand sei nun eine Summe. Ist die Wurzel gleich der Summe der Wurzeln aus 
den einzelnen Summanden? 

Beispiele: a) 119+16 = 1125 = 5 

aber: v9 + v16 = 3 + 4 = 7 

b) v1+1 = v2 ist keine rationale Zahl 

aber: 111 + 111 = 1 + 1 = 2 

e) V1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 = v7 ist keine rationale Zahl 

aber: 111 + 111 + 111 + 111 + 111 + 111 + 111 = 
=1+1+1+1+1+1+1 =7 

Unsere Beispiele verneinen die Frage. 

Merke: 

Eine Summe darf nicht gliedweise radiziert werden! 

Ist der Radikand eines Wurzelterms eine Summe, so kann man nur dann radizieren, 
wenn sich diese in ein Ouadrat verwandeln lasst. 

Ein Summenterm, der sich in ein Ouadrat umformen lasst, heir.,t vollstandiges 
Quadrat. 

1. Beispiel: Va 2 
- 6a + 9 = VCa - 3)2 = la - 31 

12 

Der Betrag ersetzt eine Fallunterscheidung.: 

I a _ 31 = { a - 3, wenn a - 3 ~ O, d. h. a ~ 3 ~st 
- a + 3, wenn a - 3 < O, d. h. a < 3 Ist 



§ 2 Ouadratwurzeln 

2 . Beispiel: VX2 - 2xy + y2 = V (x _ y)2 = 

= I x _ I = { x - y, wenn x - y ~ 0, d. h. x ~ y ist 
y - x + y, wenn x - y < 0, d. h. x < y ist 

AUFGABEN 

1 . S tellenregel 
a) Wie viele Stellen besitzt die Wurzel aus einer (2n - 1) - oder 2n-stelligen Ouadrat­

zahl? 

b) Wir teilen die Ouadratzahlen 900, 8100, 90000, 810000 und 0,0009 vom Komma 
aus nach links und rechts in Zweierpackchen auf: 

9 00 81 00 9 00 00 81 00 00 0,00 09 

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Anzahl der Zweierpackchen und der 
Anzahl der Stellen der Wurzel? Best imme die Wurzeln und schreibe unter jedes 
Packchen die zugehõrige Ziffer der Wurzel! 

e) Wir interessieren uns für die Wurzel V 4 761. Zerlege die Ouadratzahl 4 761 in 
Zweierpackchen. Welche Zehnerziffer besitzt aufgrund des zugehõrigen Packchens 
die Wurzel? Welche beiden Einerziffern kommen aufgrund der Einerziffern des 
~adikanden für die Wurzel in Frage? Welche Ziffer ist die richtige? Gib V 4761 an! 
Uberprüfe dein Ergebnis mit dem Taschenrechner! 

2. Die Radikanden der folgenden Wurzeln sind Ouadrate rationaler Zahlen. Ermittle die 
Wurzelwerte ohne Verwendung des Taschenrechners! 

a) v64 b) v169 e) V289 

e) V10000 f) VW g) VO,09 

i) V 4900 k) V 19600 I) v961 
n) V4489 o) V53,29 p) V67,24 

r) VO,0225 s) · V1 444 t) VO,0144 

3. Bestimme, falls es eine rationale Wurzel gibt, deren Wert! 

1/1 114 1/100 
a) V 4 b) V 9" e) V 81 

1/2 1/3 1(32 
e) V"7 f) V 4 g) V n-
.) 1 fi3 k) 1 fi8 I) 1 j32 
I V92 V63 V48 

4. Wie lang ist die Seite eines Ouadrats mit dem Flacheninhalt 

a) 400 cm2 b) 3,24 m2 e) 0,0441 mm2 

d) V529 

h) VO,0001 

m)V3481 

q) VO,2209 

u) V15625 

d) 1 fI8 V50 
1(75 

h) Vm 
1(64 

m) V 256 

5. Wie lang sind Basis und Basishõhe eines geichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit 
dem Flachen inhalt 

a) 25 cm2 b) 1 cm2 e) 0,36 m2? 

13 



§ 2 Ouadratwurzeln 

6. a) (VJ6)2 b) (V256)2 e) y'72 d) ~ 
e) q/ "P)2 (p Ouadratzahl) f) R (qEQ+) 

7. a) V( _6)2 e) V(-2,5? d) V .(-19,5)2 

e) ~ (rEQ) f) V ( - s) 2 (s E Q) 

8. Schreibe als Ouadratwurzel: 

a) 3 b) 9 

e) -~ f) I u I 
Nr. 9 und 10: Radiziere! 

e) -3 
g) v2 

9. a) V9a2 b\ V16~2 1-. 2 ) I a u e) yO,25a4 b2 d) yo,04x8 y4 

e) 2a 2 
- v4"ã4 

h) u - V4lJ2 
f) ~-x g) 6z + V36z2 

i) 2m2 - V (3m2)2 k) 9 b2 - Vr-( --9-b-=-2 )--=-2 

10. a) Vx2 -10x+25 b) V z2+49-14z 

d) V1 + 6x + 9x2 e) Vx4 + 1 + 2X2 

g) V6,25 p2_2pq+0,16q2 h) Va2+i+a 

11. Ergãnze den Radikanden zu einem vollstãndigen 
notwendig, eine Fallunterscheidung durch! 

a) Vx2-12x+... b)Vy2+6y+ ... 

d) Vx2 + 81 -... e) Va 4 + 1 +. . . , 

g) V1 + 4a2 + ... h) Va2 - ab + . .. 

e) Va 2 + 2ab + b2 

f) V4a2 + 4ab + b2 

i) V16r2 - 28rs + 49s2 

Ouadrat! Radiziere! Führe, falls 

e) VZ2 - 5z + ... 

f) V 4u2 - 4uv + ... 

i) V9b 2 + b + .. . 
m)V4x2 +~x + .. . 

12. Es sei a eine negative rationale Zahl. Vereinfache folgende Terme! 

a) a+Va2-2a+1 b) a2-Va4 +9+6a2 

e) V4a2 - 4a + 1 - JI4ã2 d) VO,25a2 - Va2 +i- a 

e) V (- 3a2)2 - V81 a4 + 1 + 18a2 f) a VO,64a 2 - V'-0-,6-4-a4-:-+-8-a2:::-+- 2-5 

Tüftelecke 
Herr K. behauptet, beweisen zu kbnnen, dass 3 = 4 ist. 

Beweis: 9 - 21 = 16 - 28 

9 - 21 + 49 = 1 6 _ 28 + 49 
4 4 

(3_;)2 =(4_;)2 
3-2.=4-2. 

2 2 

3=4 

Wo steckt der Fehler? 
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§ 3 I rrationale Ouadratwurzeln 

DINAO 

DINA2 

DINA1 

DINA4 

DINA3 

~ 

D I N - Formate 

Díe D/N-Rechtecke gehen durch fortgesetzte Ha/bíerung auseínander hervor. 

a) Míss Lange und 8reíte eínes B/atts der Formate D/N A4, D/N A5 und D/N A6! 

b) Damít al/e D/N-Rechtecke díe g/eíche Form haben, íst díe Lange / stets das 
g/eíche Víelfache der Breíte b. 8erechne mít den Messwerten das Verha/tnís 
x = /: b! 

e) Um den genauen Wert für x durch Überlegung zu fínden, wah/en wír díe Breíte 
eínes D/N-Rechtecks a/s 1 Langeneínheít, díe Lange íst dann x Langeneínheí­
ten. We/che Lange und we/che Breíte hat das fo/gende D/N-Rechteck? Überset­
ze díe Bedíngung, dass díe Verha/tnísse aus Lange und Breíte der beíden 
Rechtecke g/eích sínd, ín eíne G/eíchung! We/che ratíona/e Zah/ erfül/t díese? 
Verg/eíche mít b)! 
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§ 3 Irrationale Ouadratwurzeln 

A. Strecken ohne rationale LãngenmaBzahl 

Ein Einheitsquadrat hat die Seitenlange 1 em. 
Wir interessieren uns für die Lange einer 
Diagonale. Um die MaBzahl x dureh Überle­
gung zu finden, errichten wir über der Dia­
gonale ein grõBeres Quadrat. Das Einheits­
quadrat ist aus zwei, das Ouadrat über der 
Diagonale aus vier untereinander kongruen­
ten Dreieeken aufgebaut. Also ist die MaB­
zah! der F!ache des grõBeren Qüadiâts 2. 
Somit erhalten wir die reinquadratisehe Glei­
ehung x2 = 2. Über der Menge der rationa­
len Zahlen ist ihre Lõsungsmenge leer. Wir kommen also zur überrasehenden 
Erkenntnis: Die Lange der Diagonale des Einheitsquadrats ist durch keine rationale 
Zahl messbar. 

Die Menge der rationalen Zahlen ist unvollstandig: Es gibt nicht für jede Lange 
eine rationale MaBzahl. 

B. I rrationale Punkte auf der Zahlengeraden 

Zur Veranschauliehung haben wir den rationalen Zahlen Punkte der Zahlengeraden 
zugeordnet. Da zwisehen zwei rationalen Zahlen ihr Mittelwert liegt, glbt es 
zwisehen zwei verschiedenen rationalen Zahlen mindestens noeh eine weitere 
rationale Zahl. 
Da man diese Überlegung beliebig fortsetzen kann, liegen also zwischen zwei 
versehiedenen rationalen Zahlen noch beliebig viele weitere rationale Zahlen. Man 
sagt: Die rationalen Zahlen liegen überall dicht 
Dureh Abtragen der Diagonale des Einheits­
quadrats lasst sieh trotzdem aut der Zahlen­
geraden ein Punkt P finden, dem keine ratio­
nale Zahl zugeordnet ist. Wir nen nen diesen 
Punkt einen niehtrationalen oder irrationalen 
Punkt Dureh wiederholtes . Abtragen der 
Diagonale des Einheitsquadrats erhalten wir 
weitere irrationale Punkte. 

-2 -1 

[7 1> 
o 1 P 2 

Auf der Zahlengeraden gibt es auBer den rationalen Punkten noch unendlich 
viele irrationale Punkte. 
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§ 3 Irrationale Ouadratwurzeln 

c. Der Begriff der I ntervallschachtelung 

Die Diagonale des Einheitsquadrats besitzt keine rationale Ma~zahl. Man kann aber 
durch rationale Zahlen die Uinge der Diagonale oder gleichbedeutend die Lage des 
irrationalen Punktes P auf der Zahlengeraden beliebig genau beschreiben. 

Durch systematisches Probieren f inden wir: 

Da liegt P im Intervall der Uinge 

12 < 2 < 22 [1; 2] 1 
1,42<2<1 ,52 [1,4; 1,5] 0,1 

1 ,41 2 < 2 < 1 ,422 [1,41; 1,42] 0,01 
1,4142 < 2 < 1,4152 [1,414; 1,415] 0,001 

1 ,41422 < 2 < 1 ,41 432 [1,4142; 1,4143] 0,0001 
1 ,41421 2 < 2 < 1 ,414222 [1,41421; 1,41422] 0,00001 

Unser Vorgehen wird an der Zahlengeraden besonders deutlich: 

P I 12 

,I: I • l , lo 

t I:f : I I I t .. 
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 

Wir erhalten eine Folge von Intervallen: 

l o = [1; 2], l , = [1,4; 1,5], 12 = [1,41; 1,42], ... 

Jedes Intervall ist im vorangehenden vollstandig enthalten. Man sagt: Die Intervalle 
si nd ineinandergeschachte/t. 

Die zugehõrigen Intervallangen sind lo = 1, l, = 110 ,1 2 = 160' .... Jede Intervallange 
betragt 110 der Lange des vorhergehenden Intervalls. Das n-te Intervall hat die Lange 
In = 16n. Mit wachsendem n wird In immer kleiner und kann jeden vorgegebenen 
Wert unterschreiten. Man sagt dann: In wird beliebig klein. 

Definition: 

Eine Folge lo, l" 12 , ... von unendlich vielen abgeschlossenen Intervallen hei~t 
/nterva//schachte/ung, wenn 

1. jedes Intervall im vorangehenden vollstandig enthalten ist und 
2. die Lange der Intervalle mit wachsendem n beliebig klein wird. 
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§ 3 Irrationale Ouadratwurzeln 

D. Eigenschaften von Intervallschachtelungen 

Man kann auch rationale Zahlen durch Intervallschachtelungen festlegen. 

Beispiele: a) [O; 1] b) [O; 2] e) [O; 1] 
[0,7; 1] 

[0,97; 1] 
[0,997; 1] 

[0,9997; 1] 

[0,3; 0,4] 
[0,33; 0,34] 

[0,333; 0,334] 
[0,3333; 0,3334] 

[0,9; 1,1 ] 
[0,99; 1,01 ] 

[0,999; 1,001 ] 
[0,9999; 1,0001 ] 

Die erste Intervallschachtelung erfasst die Zahl ~. Die zweite und die dritte 
Intervallschachtelung legen die gleiche Zahl fest, namlich 1. 

Da in der Definition der Intervallschachtelung nur gefordert wird, dass die Intervall­
langen beliebig klein werden, und nicht, in welcher Weise dies geschehen soll, kann 
man eine Zahl durch beliebig viele unterschiedliche I ntervallschachtelungen festle­
gen. 
Dagegen erfasst eine Intervallschachtelung hõchstens eine Zahl. 

Satz: 

Es gibt hõchstens eine Zahl, die allen Intervallen einer Intervallschachtelung 
angehõrt. 

Beweis: Angenommen, es gabe zwei verschiedene Zahlen a und b, die in allen 
Intervallen einer Intervallschachtelung liegen. Dann müssten alle Inter­
valle mindestens so lang wie der Abstand I b - a I der beiden Zahlen 
sein. Das widerspricht der 2. Forderung, dass die Intervalllangen beliebig 
klein, also auch kleiner als I b - a I werden müssen. 

E. Einführung irrationaler Zahlen 

Da es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat 2 ist, greift die in Abschnitt e 
begonnene Intervallschachtelung ins Leere: Es gibt keine rationale Zahl, die allen 
Intervallen angehõrt. Wenn die Intervallschachtelung trotzdem ei ne Zahl erfassen 
soll, muss es sich um eine neuartige - nicht rationale - Zahl handeln; man nennt sie 
irrational. Ist 112 zunachst ein Zeichen für die irrationale Ma~zahl der Lange der 
Diagonale des Einheitsquadrats, so taucht sofort die Frage auf, wie 112 ziffernma~ig 
festgelegt werden kann. Aus der Intervallschachtelung von Abschnitt e ergibt sich 
der Anfang einer Dezimaldarstellung für 112: 

112=1,41421 ... 

Dabei muss es sich um einen unendlichen Dezimalbruch handeln, denn alle 
endlichen Dezimalbrüche stellen rationale Zahlen dar. 
Unendliche Dezimalbrüche treten auch bei der Umwandlung allgemeiner 8rüche in 
Dezimalbrüche auf. 
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§ 3 Irrationa le Ouadratwurzeln 

Beispiele: 
1 -"3 = 1 : 3 = 0,333 .. . = 0,3 

1 7 = 1 : 7 = 0,142857 142857 ... = 0,142857 

17 -
22 = 17: 22 = 0,772 727 272 ... = 0,772 

Ein Brueh E. wird in einen Dezimalbrueh verwandelt, indem man den Ouotienten 
q 

p : q bereehnet. Geht diese Division dureh q nieht auf, kónnen im auBersten Fali alle 
natürliehen Zahlen von 1 bis q - 1 als Reste auftreten. Spatestens naeh q - 1 
Sehritten muss sieh ein Rest und damit aueh eine Ziffer in der Dezimaldarstellung des 
Ouotientenwerts wiederholen: Das Ergebnis der Division ist ein unendlicher perio­
discher Dezimalbruch. 

Umgekehrt kann aueh jeder unendliehe periodisehe Dezimalbrueh als allgemeiner 
Brueh gesehrieben werden. 

. Beispiele: 1 
0,111 ... ="9 

1 
0,0101 ... = 99 

1 
0,001 001 ... = 999 

5 
0,555 ... ="9 

23 
0,2323 ... = 99 

123 
0,123123 ... = 999 

Mit der irrationalen Zahl v2 begegnet uns somit aueh in ' der Dezimaldarstellung 
etwas vólligNeuartiges: ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch. 

Die rationalen Zahlen lassen sieh dureh endliche oder unendliche periodische 
Dezimalbrüche darstellen. 
Zahlen, die sieh dureh unendliche nichtperiodische Dezimalbrüche darstellen 
lassen, heiBen irrationale Zahlen. 

0, V5, tf6, 20 usw. sind Zeiehen für irrationale Zahlen. Ihre Dezimaldarstellun­
gen sind unendlieh und niehtperiodiseh. 

AUFGABEN 

1 . Ouadrat-Puzzle 

Ein Reehteek hat die unten angegebene L:inge a und Breite b. 
Um die Uinge x einer Diagonale dureh Überlegung zu finden, 
bauen wir aus zwei langs der Diagonale halbierten Reehteeken 
und einem erganzenden kleineren Ouadrat ein Ouadrat mit der 
Seíténlange x ·zusammen. Wie gro~ ist aufgrund der Teilfla­
ehen der Flaeheninhalt dieses Ouadrats? 
Welehe reinquadratisehe Gleiehung erhalt man folglieh für x? 
Bestimme, fallseine rationale Lósung existiert, diese! 

a) a = 2 em, b = 1 em b) a = 3 em, b = 1 em e) a = 4 em, b = 3 em 

19 



§ 3 Irrationale Quadratwurzeln 

2. Welche rationale Zahl liegt jeweils in allen Intervallen der Intervallschachtelung? 

a) [0,6; 0,7] b) [1,9; 2,1] e) [1,8; 2] 
[0,66; 0,67] [1,99; 2,01] [1,98; 2] 

[0,666; 0,667] [1 ,999; 2,001 ] [1,998; 2] 
[0,6666; 0,6667] [1,9999; 2,0001 ] [1,9998; 2] 

3. Gib die ersten fünf Intervalle einer Intervallschachtelung an, in der die folgende rationale 
Zahl liegt: 

a) i b) ~ e) ~ d) ~ e) ~ 
39964 

4. Bilden die folgenden Intervalle den Beginn einer Intervallschachtelung, wenn man 
~inngemaB fortsetzt? Begründung! 

a) [0,4; 0,7] b) 
[0,49; 0,61 ] 

[0,499; 0,601 ] 
[0,4999; 0,6001 ] 

[2; 3] 
[2,31; 2,32] 

[2,3131; 2,3132] 
[2,313131; 2,313132] 

e) [4,4; 4,5] 
[4,54; 4,55] 

[4,554; 4,555] 
[4,5554; 4,5555] 

5. Untersuche, ob die folgenden Zahlen rational oder irrational sind: 
(Hinweis: zu e), f), g): Nimm dazu an, die Zahl sei rational und führe diese Annahme zu 
einem Widerspruch.) 

a) v3 b) v4 e) 115 
e) 1 + 112 f) 3· 112 g) 1 : 112 

6. Gib die ersten fünf Intervalle einer Intervallschachtelung für folgende Wurzeln an! 
Entnimm dieser jeweils den Anfang der Dezimaldarstellung! 

a) v3 b) v4 e) 115 d) v6 
7.8ruch- und Dezimaldarstellung rationaler Zahlen 

a) Zeige, indem du die Division durchführst: 

1-1 -1 -1--
"9 = 0,1; 99 = 0,01; .999 = 0,001 ; 9999 = 0,0001 

b) Wandle in Dezimalbrüche um: 

3 1 7. 7 . 1 3 . 5. 2 23. 52 
"4 ' 50 ' "9' 99 ' 33 ' 11' 999' 111 

e) Schreibe mit Bruchstrichen: 

0,2; 0,55; 0,1; 0,5; 0,03; 0,27; 0,027; 0,369 
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§ 4 Berechnung von Quadratwurzeln 

Das Austarieren 

Mit einer empfindlichen Balkenwaage und einem Wagesatz kann man die Masse 
eines Korpers nur dann rasch bestimmen, wenn man systematisch vorgeht. 
a) Nehmen wir an, das erste aufgelegte Wagestück ist zu leicht. Warum korrigiert 

man kraftig und achtet darauf, dass die dann aufgelegten Wagestücke auf jeden 
Fali nicht zu leicht sind? 

b) Nehmen wir an, man hat den Eindruck, dass das erste Wagestück viel zu leicht 
und die Stücke der zweiten Wagung viel zu schwer sind. Was legt man nun auf 
die Waagschale? 

c) Wie verfahrt manweiter? 

A. Das Heron-Verfahren 

Ein Taschenrechner zeigt die ersten 8 bis 10 Stellen der Dezimaldarstellung einer 
irrationalen Ouadratwurzel an. 
Wie berechnet er diesen Naherungswert? Das systematische Eingrenzen durch eine 
dezimale Intervallschachtelung erfordert zu viele Rechenschritte. Für das Verstand­
nis des Rechenverfahrens des Taschenrechners fehlen uns die mathematischen 
Grundlagen. Aber bereits im 4. Jh. v. Chr. entwickelte der griechische Mathematiker 
Eudoxos von Knidos eine Intervallschachtelung, die schnell zum Ziel führt. Da uns 
das Verfahren durch Heron von Alexandria (1. Jh. n. Chr.) 
überliefert wurde, nennt man es "Heron- Verfahren". 
Wir klaren dieses Verfahren zunachst am Beispiel 1f15. 
Geometrisch gedeutet ist es die Aufgabe, die Ma~zahl x der 
Seitenlange eines Ouadrats vom Flacheninhalt 15 FE zu 15 FE 

bestimmen. 
Wir nahern das Ouadrat durch flachengleiche Rechtecke 
schrittweise immer besser an. 

x 
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§ 4 Berechnung von Ouadratwurzeln 

Start: Wir beginnen mit einem Rechteck der 
Lange Xo = 5 und der Breite Yo = 155 = 3. 
Der exakte Wert für v15 liegt zwischen 
Yo = 3 u nd Xo = 5. 

1. Schritt: Da3 zu klein und 5 zu groP., ist, 
wahlen wir. als Lange x1 des nachsten Recht­
ecks den Mittelwert: x1 = ~ (5 + 3) = 4. 
Die zugehorige Breite Y1 ergibt sich zu 

15 3 Y1 =T = . ,75. 

v15 liegt zwischen 3,75 und 4. 

2. Schritt:" x2 ist der Mittelwert von x1 und Y1. 

x2 = ~ (4 + 3,75) = 3,875 

15 
Y2 = 3,875 ~ 3,870 967. 

YO = 3 

Xo = 5 

Y, = 3,75 

x, = 4 

Die bisherigen Schritte fassen wir in einer Tabelle zusammen und setzen diese fort: 

Schritt Lange Breite nachste Lange Abweichrmg 
15 1 . 

n xn Yn=x xn+1 = 2" (xn + Yn) xn - Yn 
n 

O 5,000000 3,000000 4,000000 2,000000 
1 4,000000 3,750000 3,875000 0,250000 
2 3,875000 3,870967 3,872984 0,004033 
3 3;872984 3,872982 3,872983 0,000002 
4 3,872983 3,872983 3,872983 0,000000 

Also: v15 = 3,872983 ... 

B. Die Iterationsformel 

Ein Berechnungsverfahren, bei dem der gleiche Rechenvorgang standig wiederholt 
wird, heiP.,t Iterationsverfahren 1. Dabei wird eine zunehmend bessere Annaherung 
an die gesuchte Zahl erreicht. 
Wir losen uns von unserem speziellen Beispiel und übertragen die Überlegungen aut 
den allgemeinen Fali: Für va nimmt man zunachst einen Startwert Xo an. Dann 
berechnet man aus a und Xo die Breite ~ des Naherungsrechtecks. Aus der Lange 

Xo 
xn und der Breite ~ erhalt man durch Mittelbildung die Lange Xn +1 des nachsten 
Rechtecks: X

n 

Xn +1 ~ ; ( Xn + :0) 
, iteratio (Iat.), Wiederholung 
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§ 4 Berechnung von Quadratwurzeln 

Der exakte Wert für va liegt zwischen a und xn' 
Xn 

Heron - Verfahren 

Nach der Wahl eines Startwertes xa liefert die Iterationsformel 

xn +1 = ~ (Xn + :n) 
. immer bessere Nahrungswerte X 1 , X2 , X3 , ... für Va. 
xn weicht vom exakten Wert für va um weniger als I xn - :0 I ab. 

AUFGABEN 

1. Berechne mit dem Heron-Verfahren v2 auf sechs Dezimalstellen genau! Beginne mit 
dem Startwert: 

a) xa = 2 b) Xo = 1 e) Xo = 3 d) Xo = 10 e) Xo = 0,2 
Wie viele Schritte sind jeweils erforderlich? Welche Besonderheit liegt jeweils bei a) und 
b) bzw. d) und e) vor? Deute diese am Startrechteck geometrisch! 

2. Berechne mit dem Heron-Verfahren nach der Wahl eines ganzzahligen Startwertes drei 

Schritte für 113. Wie genau ist der Naherungswert x3 mindestens? 

3. Berechne mit dem Heron -Verfahren auf drei Dezimalstellen genau! Starte jeweils mit 
einer natürlichen Zahl! 

a) 115 b) 1120 e) y45 d) lf3,6 e) tfO,9 
4. Berechne mit dem Heron-Verfahren vier Schritte für 119. Starte mit 

a) Xo = 2 b) Xo = 4 e) Xo = 1 d) Xo = 9 e) Xo = 3 
Notiere das Ergebnis nach dem 3. und nach dem 4. Schritt! 

5. Begründe geometrisch: Startet man mit einer viel zu grolSen bzw. viel zu kleinen positiven 
Zahl xo, so liefert das Heron-Verfahren trotzdem nach einigen Schritten einen guten 
Naherungswert für die Wurzel. 

6. Bei der Berechnung von Naherungswerten für eine Wurzel erhalt man mit dem Heron­
Verfahren x2 = 4 und x3 = 3,5. Welche Wurzel wird angenahert? 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

Gibt es mehr rationale oder mehr irrationale Zahlen? 

Denken· wir uns durch wil/kürliches Aneinanderreíhen von Zíffern einen unendlí­
chen Dezímalbruch gebildet! Díeser beschreíbt nur dann eine ratíonale Zahl, wenn 
sích von eíner bestímmten Stelle ab eíne teste Zífferntolge standíg wíederholt. Das 
íst aber weníg wahrscheínlích. So wird verstandlích, dass es "víel mehi' níchtperío­
dísche als períodísche Dezímalbrüche und damít "víel mehi' írratíonale als ratíonale 
Zahlen gíbt. 
Díe Zahlengerade besítzt also "víel mehi' írratíonale als ratíonale Punkte. Obwohl 
die ratíonalen Punkte überall dícht líegen, íst die Zahlengerade ohne díe írratíonalen 
Puhkte "tast leei'. 

A. Die Menge der reellen Zahlen 

Zahlbereichserweiterungen erweisen sich in der Mathematik als sinnvoll: 

- von .der Menge N der natürlichen Zahlen zur Menge 7l. der ganzen Zahlen, um die 
Subtraktion uneingeschrankt durchführen zu kónnen; 

- von der Menge 7l. der ganzen Zahlen zur Menge Q der rationalen Zahlen, um die 
Division uneingeschrankt durchführen zu kónnen (abgesehen von der Division 
durch Null). 

Die Forderung, Quadratwurzeln aus beliebigen positiven rationalen Zahlen ziehen 
zu kónnen, führte uns zu den unendlichen nichtperiodischen Dezimalbrüchen, zu 
den Irrationalzahlen. Unschwer lassen sich dafür auch Beispiele angeben, die nicht 
aus Quadratwurzeln hervorgehen. 

Beispiele: 1,01001 0001 00001 .. . 
1 ,101 001 0001 00001 .. . 
1,201001000100001 .. . 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

Es gibt "sehr viele" unendliche nichtperiodische Dezi­
malbrüche, die keine Ouadratwurzeln aus rationalen 
Zahlen beschreiben. Die Kreiszahl n = 3,141 592 ... ist 
sogar eine Irrationalzahl, die sich überhaupt nicht mit­
hilfe von Wurzeltermen aus rationalen Zahlen ausdrücken 
lasst. 
Die rationalen Zahlen (die endlichen und unendlichen 
periodischen Dezimalbrüche) und die irrationalen Zahlen . 
(die unendlichen nichtperiodischen Dezimalbrüche) fasst 
man zu einer Menge zusammen: 

Die rationalen und die irrationalen Zahlen bilden zusammen die Menge IR der 
reellen' Zahlen. 

In IR sind u. a. alle Ouadratwurzeln aus positiven rationalen Zahlen enthalten. 

B. Das Rechnen mit I ntervallschachtelungen 

Neu eingeführte Zahlen sind erst dann mathematisch sinnvoll, wenn man mit ihnen 
rechnen kann. Da man beim Addieren und Multiplizieren von endlichen Dezimal­
brüchen mit der letzten Stelle beginnt und unendliche Dezimalbrüche keine letzte 
Stelle besitzen, kann man diese Rechenverfahren nicht auf unendliche Dezimalbrü­
che übertragen. Wir greifen deshalb auf die Intervallschachtelungen zurück. Sowohl 
die rationalen als auch die irrationalen Zahlen lassen sich durch Intervallschachte­
lungen erfassen. Wir definieren deshalb das Rechnen mit reellen Zahlen durch das 
Rechnen mit Intervallschachtelungen. 

Für die Addítíon liegt folgende Festsetzung nahe: Die Summe zweier Intervall­
schachtelungen wird berechnet, indem man die jeweiligen Intervallgrenze.n addiert. 

Beispiel: y2 + 115 = s. Der Wert der Summe wird mit s bezeichnet. 

1 <112<2 2<115<3 3<s<5 

1,4 < 112 < 1,5 2,2 < 115 < 2,3 3,6 < s < 3,8 

1,41 < 112 < 1,42 2,23 < 115 < 2,24 3,64 < s < 3,66 

1,414 < 112 < 1,415 2,236 < 115 < 2,237 3,650 < s< 3,652 

1,4142 < 112 < 1,4143 2,2360 < 115 < 2,2361 3,6502 < s < 3,6504 

Durch Addition entsprechender Intervallgrenzen entsteht wieder eine Inter­
vallschachtelung. Diese bestimmt eine reelle Zahl, die Summe von 112 und 
115· Der Wert dieser Summe ist nicht 0, da 2 < 0 < 3 ist. 

1 réel (frz.), wirklich, wahrhaft 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

Die Intervallschachtelung für s bestimmt auf der Zahlengeraden genau einen 
Punkt P. Zum gleichen Punkt kommen wir, wenn wir vom Nullpunkt aus 
zunachst eine Strecke der Uinge 112 (Diagonale des Einheitsquadrats) und 
anschlieBend eine der Uinge v5 (Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten 
2 und 1) abtragen. 

o 2 t 3 t 4 
117 112+]/5 

Um das Produkt beliebiger reeller Zahlen zu bestimmen, muss man für die zugehori­
gen Intervallschachtelungen die Multiplikation definieren: 
Das Produkt zweier Intervallschachtelungen wird berechnet, indem man die jeweili­
gen Intervallgrenzen multipliziert. 

Beispiel: 112 . 0 = p. Der Wert des Produktes wird mit p bezeichnet. 

1 <112<2 1 <0<2 1 <p<4 

1,4 < 112 < 1,5 1,7 < 0 < 1,8 2,3 < p < 2,7' 

1,41 < 112 < 1 ,42 1,73 < 0 < 1 ,74 2,43 < p < 2,48 

1,41 4 < 112 < 1 ,41 5 1 ,732 < 0 < 1 ,733 2,449 < p < 2,453 

1,4142 < 112 < 1,4143 1,7320 < 0 < 1,7321 2,4493 < p < 2,4498 

Durch Multiplikation entsprechender Inter­
vallgrenzen der Intervallschachtelungen ent­
steht wieder eine Intervallschachtelung. Diese 
bestimmt eine reelle Zahl, das Produkt von 112 
und 0. Vergleicht man die Intervallschachte­
lung für p mit der Intervallschachtelung für 
116, so' wird deutlich, dass beide denselben 
Punkt auf der Zahlengeraden und somit die­
selbe reelle Zahl erfassen. 

Es gilt: 112 . v3 = 03 

2<03<3 

2,4 < v6 < 2,5 

2,44 < 03 < 2,45 

2,449 < 03 < 2,450 

2,4494 < 03 < 2,4495 

Die Beispiele zeigen: Erfasst man reelle Zahlen durch Intervallschachtelungen, so 
kann man Summe und Produkt beliebiger reeller Zahlen berechnen, indem man 
diese Rechenoperationen mit den Intervallschachtelungen ausführt. 
Auch für Intervallschachtelungen und damit für beliebige reelle Zahlen gelten die 
Kommutativgesetze der Addition und der Multiplikation. 

1 Bei der Berechnung der linken Intervallgrenzen wurde abgerundet, bei den rechten Intervallgrenzen wurde 
aufgerundet. 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

c. Der Kõrper der reellen Zahlen 

Die Definition der Addition und Multiplikation reeller Zahlen, die Umkehrung dieser 
beiden Grundreehenarten und die grundlegenden Reehengesetze gehõren zu einer 
vollstãndigen Besehreibung der Eigensehaften reeller Zahlen: 

Addition Multiplikation 

(E) Sind a, b E R dann gilt: a+bEIR a·bEIR 
(K) Für alle a, b E IR g11t: a+b=b+a a·b=b·a 
(A) Für alle a, b, e E IR gilt: (a+b) + c = a + (b+c) (a . b) . c = a . (b· c) 

(N) 1 n IR "existiert das neutrale Element O das neutrale Element 1 
mit der Eigenschaft a+O=a a·1 = a 

( I) Für jedes a E IR gibt es ein inverses Element - a ein inverses Element ~ 
mit der Eigenschaft a+(-a)=O a · m~1,fallsa*~ 

(D) Für alle a, b, c E IR gilt: a (b + c) = ab + ac 

Die Gesetze E-K-A-N-I-D bezeichnet man als Korperaxiome 1. 

(E) ist das Existenzaxiom. Es fordert, dass Summe bzw. Produkt zweier reeller 
Zahlen wieder eine reelle Zahl ist 

Die weiteren Axiome sind: 

(K) die beiden Kommutativgesetze, 
(A) die beiden Assoziativgesetze, 
(N) die Gesetze für die Existenz der beiden neutralen Elemente, 
(I) die Gesetze für die Existenz der inversen Elemente, 
(D) das Distributivgesetz, welehes als einziges eine Verknüpfung zwisehen der 

Addition und der Multiplikation herstellt. 

Aus der Menge der reellen Zahlen !R entsteht dureh Hinzunahme der beiden 
Verknüpfungen Addition (+) und Multiplikation (.) bei Gültigkeit der Gesetze 
E-K-A- N- I- D der Korper der reel/en Zahlen (R +, .). 

Beispiele: (a, +, .) ist ebenfalls ein Kõrper, da für die rationalen Zahlen die Gesetze 
E-K-A-N-I-D gelten. 
(1:, +, .) ist kein Kõrper, da abgesehen von der Zahl1 alle ganzen Zahlen 
bezüglieh der Multiplikation keine inversen Elemente in 1: besitzen . 

Der Kõrper der reellen Zahlen ist ein geordneter Korper, d. h., für je zwei reelle Zahlen 
a, b gilt stets 

entweder a < b oder a = b oder a> b. 

Es gelten folgende Ordnungsaxiome: 

(01) Wenn a < b und b < e, dann ist a < e. 
(02) Wenn a < b, dann ist a + e < b + e. 
(03) Wenn a < b und e> O, dann ist ae < be. 

Tra nsitivgesetz2 

Monotoniegesetz der Addition 
Monotoniegesetz der Multiplikation 

1 axíoma (griech.), Forderung 2 transire (Iat.), hinübergehen 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

Im Kõrper der rationalen Zahlen gelten auch diese drei Ordnungsaxiome; er ist also 
ebenso wie der Kõrper der reellen Zahlen ein geordneter Kõrper. 
Die Entdeckung irrationaler Punkte aut der Zahlengeraden war der Anlass zur 

Zahlbereichserweiterung von Q zu !R. Mit den reellen Zahlen lassen sich nun allen . 
Punkten der Zahlengeraden Zahlen zuordnen. Das ist die anschauliche Bedeutung 
des sog. VolIstãndigkeitsaxioms. Der Kõrper der reellen Zahlen ist im Gegensatz zum 
Kõrper der rationalen Zahlen ein vollstandiger Korper. 

Da man jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl zuordnen kann, hatjede 
Lange eine reelle MaBzahl. 

AUFGABEN 

1. Berechne durch Addition bzw. Multiplikation der zugehõrigen Intervallschachtelungen 
(von S.25 u. S. 26): 

a) 112 + 113 b) 113 + 115 e) 112· 115 d) 113· 115 
Berechne diese Summen bzw. Produkte auch durch Addition ' bzw. Multiplikation 
vierstelliger Nãherungswerte tür die Quadratwurzeln! 

2. Berechne: 

a) 0,8 + 0,3 b) 0,88 + 0,33 e) 0,888 + 0,333 d) 0,8888 + 0,3333 

Warum ist ei ne Berechnung der Summe 0,888 ... + 0,333 ... mit dem bei a) bis d) 
benützten Additionsverfahren unmõglich? Welchen exakten Wert kann man trotzdem für 
diese Summe angeben? Warum kann man dieses Verfahren nicht auf die Berechnung von 

112 + 113 übertragen? 

3. Berechne: 

a) 0,27 ' 0,55 b) 0,2727' 0,5555 e) 0,272 727 . 0,555 555 

Warum ist eine Berechnung des Produkts 0,2727 .... 0,5555 ... mit dem bei a) bis e) 
benützten Multiplikationsverfahren unmõglich? Welchen exakten Wert kann man trotz­
dem tür dieses Produkt angeben? Warum kann man dieses Vertahren nicht aut die 

Berechnung von 112 . 115 übertragen? 

4. Berechne: 

a) 0,7: 0,3 b) 0,77: 0,33 e) 0,777: 0,333 d) 0,7777: 0,3333 

Wie lautet die Regel für die Division zweier endlicher Dezimalbrüche? Was müsste man 
demnach tun, wenn der Divisor ein unendlicher Dezimalbruch ist? 

5. Die Mitte/bi/dung a/s Verknüpfung 
Die Berechnung des arithmetischen Mittels zweier reeller Zahlen a und b kann als 
Verknüpfung * dieser Zahlen aufgefasst werden: 

b . h . h M' I . d b" a + b a * = "ant metlsc es Itte von a un = -2-

a) Berechne: 

3 * 9; 9 * 3; 
(4 * 6) * 9; 

9 * 9; 9 * O; 
4 * (6 * 9) 

9 * ( - 9) 

b) Untersuche, ob die Verknüpfung * die Gesetze E-K-A-N erfüllt! 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

6. Die Zahl 1 + v2 .ist irrational. 

a) Untersuche, ob 1 + v2 Ouadratwurzel aus einer rationalen Zahl ist! 

b) Ist jede irrationale Zahl Ouadratwurzel aus einer rationalen Zahl? Begründung! 

7. a) Ist VV2 Ouadratwurzel aus einer rationalen Zahl? 

b) Gib eine Intervallsehachtelung für VV2 an! 

e) Ist VV2 eine reelle Zahl? Begründung! 

d) Sind in IR auch die Quadratwurzeln positiver irrationaler Zahlen enthalten? Begrün­
dung! 

Ergãnzungen und Ausblicke 

Zur Geschichte der reel/en Zahlen 
Im 5. Jh. v. Chr. entdeckten Pythagoras und seine Schüler, dass sich das U:ingenverhaltnis 
aus Diagonale und Seite eines Ouadrats nicht durch ein Verhaltnis ganzer Zahlen 
ausdrüeken lasst. Sie nannten solehe Verhaltnisse "unausdrüekbar" im Gegensatz zu den 
"ausdrüekbaren". Ins Lateinisehe wurden diese Bezeiehnungen mit "irrational" und 
"rational" übersetzt. Die Entdeekung "unausdrüekbarer" Langenverhaltnisse erregte 
groBes Aufsehen, da sie die Harmonie zwisehen Geometrie und Arithmetik zerstõrte. 
Eudoxos von Knidos (408-355 v. Chr.) entwiekelte ein Reehnen mit solehen Verhaltnis­
sen, das einer Theorie der Irrationalzahlen nahe kommt. Erst zu Beginn der Neuzeit haben 
sieh die irrationalen Zahlen durehgesetzt: Michael Stifel (1487-1567) und Simon Stevin 
(1548-1620) versuehten sie zu definieren. Aber erst Richard Dedekind (1831-1916) 
und Georg Cantor (1845-1918) gelang es, befriedigende Theorien der reellen Zahlen zu 
entwiekeln. 

Tüftelecke 

Der Elefant und das Nadelohr 
Sehneide aus einem Blatt Papier ein 
kreisfõrmiges Loch vom Durehmesser 
2,0 em heraus. Ein Fünfmarkstüek hat 
einen Durehmesser von 2,8 em. Versuehe 
ein Fünfmarkstüek dureh das Loeh zu 
sehieben! 
Gelingt es nieht, legedas Papier so zu­
sammen, dass das Loeh zu einem Halb­
kreis an der Faltkante wird (siehe Abbil-
dung) . Wie lang sind AC und BC? Ver-

1cm 

gleiehe mit dem Durehmesser des Fünfmarkstüeks! Wie kann man folglieh das Geldstüek 
dureh das Loeh gleiten lassen? 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 
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Das Produkt unendlicher nichtperiodischer Dezimalbrüche 

a) B egrün de, dass die Diagonalen der Ouadrate A) und B) die Liingenmal3zahlen 
v2 und va besitzen! 

b) Warum sind die Dezimaldarstellungen von V2und va unendlich und nichtpe­
riodisch? 

e) Zur Berechnung des Fliicheninhalts eines Rechtecks mit den Seitenmal3zahlen 

v2 und va müsste man zwei unendliche nichtperiodische Dezimalbrüche 
multiplizieren: 112 . va· Das ist aber nur niiherungsweise móglich. Bestimme 

den exakten Fliicheninhalt durch Ausziihlen der Rechtecksfliiche C)! Welches 
exakte Ergebnis liefert aÚo 112 . va? Schreibe dieses als Ouadratwurzel! 

A. Multiplikations- und Divisionsregel 

Wird beim Rechnen mit irrationalen Zahlen eine gewisse Ungenauigkeit in Kauf 
genommen, bricht man die un'endlichen nichtperiodischen Dezimalbrüche nach 
einer bestimmten Stellenzahl ab: Man ersetzt die irrationalen Zahlen durch rationale 
Niiherungswerte. 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

Beispiele: a) 1112 + v3 ~ 3,46 + 1,73 = 5,19, aber v12+3 = v15 ~ 3,87 

b) 1112 - v3 ~ 3,46 - 1,73 = 1,73, aber v12=3 = 119 = 3 

e) 1112· v3 ~ 3,46 · 1,73 ~ 5,99, und ~ = v36 = 6 

d) ~ '" 3,46 = 2 d l f12 = dA4 = 2 113 '" 1 ,73 ' un V 3 V ~ 

Interessiert der exakte Wert, muss man anst~tt mit rationalen Naherungswerten mit 
den Wurzeltermen rechnen. Dazu benotigen wir Regeln. Summen darf man nicht 
gliedweise radizieren, Differenzen ebenfalls nicht. Die Beispiele lassen vermuten, 
dass Produkte und Ouotienten dagegen gliedweise radiziert werden dürfen: 

Multiplikationsregel Für beliebige a, b E ~6 gilt: va . yb = 0 

Beweis: Wir quadrieren die beiden Seiten der Gleichung. 

(Va· Yb)2 = qla· Yb) (va· Yb) = (Va)2. (Yb)2 = a . b 

(0)2=a·b 

Da die Ouadrate gleich sind, sind die ursprünglichen Zahlen entweder 
gleich oder gegengleich. Da die Wurzeln nichtnegativ sind, kann der 
Fali "gegengleich" nicht auftreten. 

Also: va· yb =0 
Entsprechend lasst sich beweisen: 

Divisionsregel Für beliebige a E u;l(j und b E u;l+ gilt: * = ~ 

B. Anwendungen 

Damit alle auftretenden Wurzelterme definiert sind, setzen wir voraus, dass die 
Variablen nichtnegative bzw. positive reelle Zahlen vertreten. 

1. Zu einer Wurzel zusammenfassen 
Fasst man mithilfe der Multiplikations- oder Divisionsregel mehrere Wurzelterme 
zu einer einzigen Wurzel zusammen, kann in besonderen Fallen die Wurzel 
gezogen werden. 

Beispiele: a) V2. va = ~ = v16 = 4 

b) ~ - l {a2b - l ~ -vb -Vb- Va -
a 
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§ 6 Das Rechnen mit Ouadratwurzeln 

2. Teilweises Radizieren 
Spaltet man im Radikanden Ouadrat- Faktoren ab, lassen sich diese radizieren. So 
entstehen einfachere Radikanden. 

Beispiele: a) v12 = ~ = v4 . v3 = 2V3 
b) v?=~=~·Va =aVa 

3. Addieren und Subtrahieren von Ouadratwurzeln 
Summen und Differenzen von Ouadratwurzeln lassen sich nur zusammenfassen, 
wenn man mithilfe des Distributivgesetzes Wurzeln mit gleichen Radikanden 
ausklammern kann. 

Beispiele: a) 3112 + 7112 = (3 + 7) . 112 = 10112 
b) va -112 =2112 -112 =112 

Wurzeln mit gleichen Radikanden werden also addiert, indem man die Koeffizien­
ten addiert und die Wurzeln beibehi:ilt. 

4. Rationalmachen des Nenners 
Ohne ei nen Taschenrechner erfordert die Division durch ei nen mehrstelligen 
Ni:iherungswert für eine irrationale Ouadratwurzel einen hohen Rechenaufwand. 
Deshalb erweitert man Brüche so, dass im Nenner eine rationale Zahl entsteht. 

1 B · . I' 1 _ 1 .}/2 - ~ 
. elsple. v'2 - 112 . 112 - 2 

Tritt im Nenner eine Summe oder Differenz mit Wurzeln auf, hilft die "Plusminus­
formel" weiter: 

2 Beis iel' 1 = 1 . <lI! - JI2) = JI! -}/2 = v! - v2 
. p. v7 + 112 (117 + 112) (117 - 112) 7 - 2 5 

Wir fassen die Regeln zum Rechnen mit Ouadratwurzeln zusammen: 

Produkte und Ouotienten dürfen gliedweise radiziert werden. 
Produkte und Ouotienten von Wurzeln k6nnen zu einer Wurzel zusammengefasst 
werden. 
Summen und Differenzen dürfen nicht gliedweise radiziert werden. 
Eine Summe von Wurzeln kann nur zusammengefasst werden, wenn der gleiche 
Radikand vorliegt: Dann werden die Koeffizienten addiert und die Wurzel 
beibehalten. 

AUFGABEN 

Die im Folgenden auftretenden Variablen vertreten positive ree"e Zahlen. Verwende den 
Ta$chenrechner nur dann, wenn es ausdrücklich gefordert wird! 

1. Fasse unter einer Wurzel zusammen und radiziere! 

b) 3VV'V3 c) V16,9' 00 d)t!5·1f7,2 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

)i?I e V2 
f) ~ 

1163 

) 111,25 .l/4O 
g v2 WXvg h) 135: 45 

i) va·Va k) Vb · ~ I) Vx·lfXv2 m)yY:Va 

n) V2ac .~ o) ~:Vqr 3r 27p p) vi ~ V~ q) 6,48u ~ 
O,09vw: UV 

2. Radiziere! 

a) V25 ·49 b)~ e) V81 . 121 d) V64 ·225 

e) VO,01 ·324 f) VO,0036· 1,44 g) VO,0009 ·0,0625 h) VO,0049 . 0,0729 

i)~ k) V64· 104 I) V1 ,96·106 m)V4,41·108 

289a2 b4 

n) V25e 2 f2 o) VU 2
V

4
W

6 p) q) 529x6
y 8 

3. Radiziere! 

a) VT63 b)V6·10·15 e) VO,9· 810 d) V2,5·103 

e) V4,9· 105 f) V 1 2,1 . 1 09 g) V28,9 · 10" h) V3 ·10,8 .105 

.)~ k) V 6,4 I) 
57,6 ·27 

m) 
18·98 

I 32 36,1 250·48 7,5·19,2 

4. Radiziere teilweise! 

a) va b) v48 e) 21163 d) 3]/162 

e) 511192 f) 3V288 g) 2V507 h) 5V980 

i) Vab2 k) V25r2s I) V81 a4 b2c m)lR 

n) V27 p3 q2 r o) Vx2 + y2 p) Va 2x + a2
y q) V Z 3 + Z2 

~ ) VO,04U' ~ u) 54z5 + 27z4 

r) - s 9v5 t) ~ w 2 O,03 y 2 

5. Ziehe unter das Wurzelzeichen! 

a) 2Vc b) i-Vd e) xVY d) 3ryr . 

e) -3ryr f) y2VVZ g) aVb+C h) 2uVu + 3v 

í) pq~ k) "v1 I) xy V16Z' m) 3a 3a + 1 
b a 4z x2

y 27a3 + 9a2 

6. 8erechne: 

a) v9 + v16 - v9+16 b) V9. v16 - V9T6 

e) 069 - 1125 - V169 - 25 
d) 11169 : 1125 

V169: 25 

e) (V144· 1125 - V144· 25)2 f) (V144 + 1125 - V144 + 25)2 

~Rf1 g) 1 16 - 1 + 16 + 1 .16 NMN h) 9. 16 - 1016 + 9 + 16 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

Nr.7 bis 9: Fasse so weit wie mõglich zusammen! 

7. a) 5112 + 3112 b) y7 + y7 e) 113 - 112 
d) 3112 - 2113 + 112 e) 7113 - 3112 + 113 f) 115 - 4 y7 + 4115 + y7 
g) 2115 - 6112 + 3115 + 112 h) 5Va - 40J + va -0J 
i) va + 0J - ya+b k) 2Va + 0J - 3ya+b - 3Va + 30J 

8. a) t/45 +l!2o +115 b) vn -08 +Y8-112 
e) 112 - y4 + va -06 + 1132 - v64 d) 113 - v9 + y'27 - VS1 + V243 - V729 

e' 1 ~o'- + "1;;; "~M7 ) V I '-J "'"V"-LV L1 

g) 2t/45 - 4 y'63 + V245 + y'28 

L\ V'll!'l 1100 I ..11/0 ~1~ V')f'\f'\ 
I J L"i""," - V vO T '"+ V o - 5 V >JV - LVV 

9. a) a + 1f<i2 b) a + 31f<i2 e) aVa + y'a3 
d) a + y'a3 e) VXV2 - Vx2y f) bV2 - 20J + V2b2 

g) a0J + 0 + bVa + yab2 h) aVa - yab2 + v4c3 + y'a3 
i) xVv - Vx2y2 - 0 - VXV2 k) 2tfr113 - 3m1fr112 + 4mVm + 5m2 

10. Multipliziere und radiziere so weit wie mõglich: 

a) (1 + V2) . v2 b) (y'27 -}112) . v3 e) (05 + l!2o) . v5 
d) (050 + 205 - 2,5V24) . v6 e) (7V2 - 5116 - 3Y8 + 2V24) ·3Y2 

f) (4 - V5) (12 + 3V5) g) (V6 -}112) q/3 + 116) 

h) (]/5 + 113) (1/5 - 113) i) (V5 + 113)2 

k) (]/5 - 113)2 I) (1 + Y2) (1 - V2) 

m) (1 - Y2)2 n) (3Y2 - 2113)2 

o) (1 + y2 + 113)2 p) (1/5 - 1) (6 + 080) 
11. a) (0" - 113)2 - (y7 + 113)2 b) (01 - y7) (01 + y7) - (01 - y7)2 

e) (5V2 + 2115)2 - (5Y2 - 2115)2 d) (113 - V2)2 - (V3 + 112) (}112 - Y8) 
e) (Y2 + 2113)2 + (2V2 - 113)2 f) (Y6 + 113) (Y6 - 3113) - (Y6 - 113)2 

g) (}112 - 3y'27 + 5113)2 h) (2y8 - 308 - 2y50)2 

12. 8erechne zuerst ohne Taschenrechner den genauen Wert und dann mit Taschenrechner 
einen Naherungswert: 

a) (Y2 - 115 + y7) (V2 - 115 - y7) - (V2 - 115)2 
b) (2 - V3)2 - 4 (2 + 113) (2 - V3) + (2 + V3)2 
e) (V3 - 2115)2 - (V3 + 2115) (2]/5 - 113) + (V6 + 00)2 
d) (V6 - VW)2 - 2 (y'6 + 00) q/3 - 115) + q/3 + 115)2 
e) (3}112 - 2112 - y'27)2 ~ 3 (2 - Y6)2 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

13. a) (V2X + V3x3
) . V6X 

e) (2Vx - 5VY)2 

e) (va -;.-)' 

b) (Va + 0»2 
d) (VP + 01) (0) - 01) 
f) <v;+b + yb) (v;+b - yb) 

14. Vereinfache so weit wie mõglich! Welche Bedingungen müssen jeweils an die Variablen 
gestellt werden, damit die Wurzelterme definiert sind? 

a) (1 + 2Va + a) (1 - 2Va + a) - (1 + Va) (1 - Va) 
b) (v;+b + ya=b) 2 - (v;+b _ ya=b) 2 

e) (1 + VR+1) (1 - VR+1) - (1 - 0<)2 

d) (VX"+1 + yx=--1 + V2X) (VX"+1 + yx=--1 - V2X) 

15. a) V8 + y15 . V8 - v15 
c)V6-y12·V9+VD 
e) Vx +VY· Vx -VY 

16. Beweise durch Termumformung: 

a) V4+2V3 = 1 +113 
e) V9 -4V5 =V5-2 
e) y'15 -4V14 =118-117 

b) y'6 - 2]/5 . y'6 + 2V5 
d) v'2+l73 . y'2 v2 ~ v6 
f) V x + V x2 - y2. V~x -------:V;==x2=-=y=2 

b) y'4-2Y3 =113-1 
d) y'5 +2]/6 =V2 +113 
f) y'16-4t!15 =V1O-V6 

17. Mache den Nenner rational und vereinfache so weit wie mõglich! 

1 
a) -

v3 
3 d) 5 

e) 2V7 2V3 b)~ 
y5 

4 
e) - ) 2vP h) ~. Vf va 
i) v2 + Jz 

f) u1 
v2 

k) 113 __ 1 
v3 

g 113 7 3 
1 

I) 5 - y5 

m)~-5v'7+~ 
v7 117 

18. Vereinfache so weit wie mõglich: 

n) 1:'1 + l fi + _1_ 

v2 V3 v6 

b) (~ - v!f)' - (~ + v!fy 
d) (V2! -va _ ~)2 _ (l fi __ 1 ) (l fi + _1 ) 

y12 2 V3 v2 V3 112 
19. Mache den Nenner rational! 

a) y5 _ 113 b) 5 
v3 + 1 

6 
e) 2 - v2 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

d) 2 
3v7 + 4y'3 
tf5-y!2 

g) 115 +}12 

f) 2@ 
vi1 +4 

i) VJ5 + 2}/5 
05 -2115 

20. Berechne zuerst ohne Taschenrechner den genauen Wert und dann mit Taschenrechner 
einen Naherungswert! 

a) 25-5tf5 - ~-101/I b) 12+20 _611I_~ 
115 3 + 115 V5 y'3 V 3 y'3 - 1 

r) 15-70>" _~-+-~11I ri) _1_ -+- 1 _~ ", V6 116+ 3 ' -V6 - , y2 2y2-4 2}12 

e) (v5;r _#;P -Js). (~ -k) 
21. Beseitige die Wurzeln im Nenner! 

1 
a) vx 
d) r}/S - s0 

vrs 
a-b 

g) Va - b 

b)l 
VY 
a-1 

e) --va +1 
h) a - b 

Va-Vb 

e) vi 
f) 3 - 2}/X 

3+2Vx 
i) u -v 

VU+VV 
k) a + 0lb + b 

Va+Vb 
I) 4x-2J!XY+y 

2Vx -VY 
m) 9a + 6}/ab + b 

y'b + 3Va 
22. Vereinfache so weit wie m6glich! Welche Bedingungen sind jeweils an die Variable zu 

stellen, damit die Terme definiert sind? 

d x d x 2 
a)~+~---0-1 0+ 1 x-1 

c)~-~ 0- 3 VX-9 
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b)~_}/X-2_~ 
0-2 0+ 2 x-4 

1 d x 1 
d)--~+--vx Vx-1 x-VX 



§ 7 Quadratische Gleichungen 

Tiefe eines 8runnenschachts 

. Díe Wülzburg beí Weí13enburg verfügt über den tíefsten Festungsbrunnen Deutsch­
lands. Zum Hochzíehen eínes Wasserkübels von 200 Líter Inhalt mussten ím 
18. Jahrhundert zweí Personen ín eínem Tretrad eíne dreívíertel Stunde von 8rett zu 
8rett steígen. 
Líe13 man eínen Steín ín den 8runnenschacht fal/en, so hórte man den Aufschlag 
nach 6,0 Sekunden. Díese Zeít setzt sích aus der Fallzeít x Sekunden des Steíns und 
der Laufzeít (6,0 - x) Sekunden des Schal/s zusammen. 

a) Eín fal/ender Steín legt ín der Fallzeít x Sekunden den Fallweg 5x2 Meter zurück. 
Der Schal/ legt dagegen ín jeder Sekunde 340 Meter zurück. Gíb den Term für 
den Schal/weg ín (6,0 - x) Sekunden an! Übersetze "Fal/weg = Schallweg" ín 
eíne Gleíchung für x! 

b) Díese quadratísche Gleíchung kónnen wír noch nícht lósen. 8erechne zu den 
Fal/zeíten 1, 2, 3, ... ,6 Sekunden jeweíls den Fallweg des Steíns! 8erechne zu 
den Laufzeíten 0,1, 0,2, 0,3, . .. , 1,0 Sekunden jeweíls den Schallweg! Bestímme 
míthílfe díeser Werte díe ungefiihre Schachttíefe bís zum Wasserspíegel! 

A. Reinquadratische Gleichungen 

Über der Grundmenge G = Q besitzt die reinquadratische Gleichung x2 = 2 keine 
L6sungen. Legen wir dagegen die Menge der reellen Zahlen !R zugrunde, hat die 
Gleichung die beiden L6sungen - 112 und 112· 
M ithilfe der in der 8. Klasse behandelten Ouadratfunktion x 1---7 x2 k6nnen wir 
reinquadratische Gleichungen auch grafisch 16sen. Der Graph der Ouadratfunk­
tion, die Parabel, hat die Gleichung y = x2

. _ 

Mit der Parabel (Seite 38) lasst sich die Wurzel grafisch bestimmen. Da z. B. V3 
diejenige níchtnegatíve Zahl ist, deren Ouadrat 3 ist, müssen wir vom y-Wert 3 nach 
rechts bis zur Parabel und dann nach unten bis zur x-Achse gehen: Dort finden wir 
ungefahr 1,7. 
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§ 7 Ouadratisehe Gleiehungen 

Das L6sen der reinquadratischen Glei- . 
eh u ng x2 = 2 bedeutet dagegen, dass 

. wir al/e Zahlen suehen, deren Ouadrat 
2 ist. Wir müssen also vom y-Wert 2 
naeh rechts und naeh /inks gehen und 
finden ungefahr 1,4 und -1,4. 
Es gibt keine Punkte der Parabel mit 
negativen y-Werten. Also hat die Glei­
ehung x2 = d für d < O keine L6sungen. 
Es gibt nur einen Punkt der Parabel mit 
y = O; dann ist x = O: Die Gleiehung 
x2 = O hat genau eine L6sung. 
Zu jedem positiven y-Wert gibt es stets 
zwei Punkte der ParabeL Also hat die 
Gleiehung x2 = d für d> O zwei L6-
sungen. 

1\ 
\ 
l 

LIU::;I :11 L 

2 = 2 

1\ 
1 
~ 

1\::1 
~ 
\ 
~ 

t-114 

v 

I 

1 
I" I 
lA. Vy = 2 

J 
I 

l'">-
1'-' 

11 = 
2 ~: 

,,, 

W rZE I 

lL ~ 
L 

J"'... ,Lv 
O A 17 ) 

Fal/s nichts anderes angegeben ist, nehmen wir künftig a/s Grundmenge die Menge 
IR der re eI/en Zah/en. Dann k6nnen wir festhalten: 

Die reinquadratisehe Gleiehung x2 = d besitzt für 

d<O 
d=O 

d>O 

keine L6sung: 
genau eine L6sung: 

zwei L6sungen: 

B. Gemischtquadratische Gleichungen 

L = { } 

L = {O} 

L={-0iVd} 

In einer quadratisehen Gleichung für x kann neben x2 auch x auftreten. Ihre 
al/gemeine Form ist 

ax2 + bx + e = O (a =1= O) . 

Man nennt ax2 quadratisches G/ied, bx /ineares G/ied und e konstantes G/ied. 
Ist b = O, liegt ei ne reinquadratische Gleiehung vor. Ist b =1= O, hei~t die Gleiehung 
gemischtquadratisch. 

Wie findet man ihre L6sungen? Wir erarbeiten ein L6sungsverfahren schrittweise. 

1. Beispiel: x2 
- 6x + 9 = O 
(x - 3)2 = O 
Ix-31=O 

x=3 
L = {3} 

Ist das vollstandige Ouadrat nieht Null, sondern eine positive reelle Zahl, folgt aus 
der Gleichheit der Ouadrate nur die Gleichheit der Betrage der Zahlen. Die Zahlen 
selbst k6nnen gleieh oder gegengleieh sein. 
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2. Beispiel: x2 - 6x + 9 = 4 
(x - 3)2 = 4 

Ix - 3 1= 2 
x - 3 = 2 oder x - 3 = - 2 

x = 5 oder x = 1 
L = {1; 5} 

§ 7 Quadratische Gleichungen 

Für das Bindewort oder schreibt man in der Mathematik das Zeichen v. 
Ist der Term kein vollsÜindiges Quadrat, erganzen wir ihn zu einem vollstandigen 
Quadrat. 

1+ 11 3. Beispiel: x2 - 1 Ox - 11 = O 
x2 - 1 Ox = 11 I quadratische Erganzung + C20) 2 
x2 - 1 Ox + 52 = 11 + 52 

(x - 5)2 = 36 
Ix - 5 1= 6 

x - 5 = 6 v x - 5 =- 6 
x = 11vx =- 1 

L = { - 1;11} 

Ist der Koeffizient a des quadratischen Gliedes ax2 nicht 1, dividieren wir zunachst 
ax2 + bx\ + e = O durch die von Null verschiedene Zahl a. So entsteht die Normal-
form x 2 + px + q = O 

der quadratischen Gleichung. 

4 . Beispiel: 2X2 + 8x - 2 = O 
x2 + 4x - 1 = O 
x2 + 4x = 1 

x2 + 4x + 22 = 1 + 22 

(x + 2)2 = 5 

1:2 
1 + 1 
1+ 22 

IX + 2 1= V5 

x + 2 = V5v x + 2 =- V5 

x =- 2 + V5 v x =- 2 - V5 

L = { - 2 - 115; - 2 + V5} 

L osungsschritte 
Normalform herstellen 
sortieren 
quadratisch erganzen 
binomische Formel anwenden 
Wurzel ziehen 
Fallunterscheidung 

Dieses Lbsungsverfahren für quadratische Gleichungen nennt man Lósen durch 
quadratische Erganzung. 

Die quadratische Gleichung des 4. Beispiels hat ganzzahlige Koeffizienten. Beim 
Einsetzen der irrationalen Lbsungen muss sich also V"5 wegheben. 

Probe 1: 2 ( - 2 - 11'5) 2 + 8 ( - 2 - V5) - 2 = 

= 2 (4 + 4 y'5 + 5) - 16 - 8115 - 2 = 18 + 8y'5 - 18 - 8y'5 = O 

Probe2: 2( - 2 + y'5)2 + 8( - 2 + V5) - 2 = 

= 2 (4 - 4 y'5 + 5) - 16 + 8115 - 2 = 18 - 8y'5 - 18 + 8y'5 = O 

c. Lôsen durch Faktorisieren 

Ist das konstante Glied e = O, so lasst sich die Gleichung natürlich auch durch 
quadratische Erganzung Ibsen. 

39 



§ 7 Quadratische Gleichungen 

1 . Beispiel: x2 + 3x = O 

(x + ~)2 = (~)2 

Ix+~I~~ 
3 3 3 3 

x+2"=2"vx+2"=-2" 

x=Ovx=-3 

L={-3;O} 

Wesentlich einfacher und schneller findet man hier aber die Lõsungen, wenn man 
den Term faktorisiert. 

2. Beispiel: x2 + 3x = O 
x(x + 3) = O 

x=O v x+3=0 
x=O v x=-3 

L={-3;O} 

Nicht nur . im Fali e = O kann man das aufwandige Lõsungsverfahren durch 
quadratische Erganzung umgehen. Lasst sich ein Linearfaktor ausklammern, kommt 
man schneller zum Ziel. 

3. Beispiel: (x - 3)2 + 5 (x - 3) = O 
(x - 3) (x - 3 + 5) = O 

x-3=Ovx+2=0 
x=3vx=-2 

L = {-2; 3} 

AUFGABEN 

1. a) x2 = 49 

d) x2 = 11 

g) x2 = 0,9 

2. a) 2X2 = 1 
d) 50x2 = 27 

g) 1/3X2 - v48 = O 

b) x2 = i 
9 

e) x2 = - 9 
h) x2 = (_4)2 

b) 3x2 = 4 
e) 1/3X2 = 15 

h) ~X2 - ~ = O 
3 27 

e) x2 = 5 

f) x2 = v2 
i) x2 = - ( - 5)2 

e) 9x2 = O 

f) v2 x2 + 08 = O 

.) 1& 2 liIT - O 
I 12 x - 4 -

3. Unter welcher Bedingung besitzt die allgemeine reinquadratische Gleichung ax2 + e = O 
(a =F O) keine bzw. eine bzw. zwei Lõsungen? 

4. a) (x - 5)2 = O b) x2 + 14x + 49 = O 

d) x2 - 8x = - 16 

5. a) x2+ 10x-96 = O 

d) x2 + 16x + 63 =0 
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e) 6x - x2 = 9 

b) x2 - 4x + 3 = O 
e) y2 -12y - 288 = O 

e) x2 - 1 6 x + 64 = O 
9 

f) x2 + 3x + 4 = O 

e) x2 - 2x - 3 = O 

f) x2 - 28x + 196 = O 



§ 7 Ouadratische Gleichungen 

6. a) x2 + 3x - 54 = O 

d) Z2 - 23z + 90 = O 

7 . a) x2 
- 2x - 1 = O 

d) x2 = 4x-1 

8. a) x 2 + 4x + 5 = O 
d) x 2 

- 4x - 5 = O 

9. a) 2X2 + 2x - 60 = O 

d) 2X2 + 7x + 3 = O 

10. a) x2-4x = O 

d) 4x2 - 3x = O 

11. a) x(x-4) - 6(x-4) = O 

e) 2x (x - 1) = 4 (x - 1 ) 

e) 2x (x - 3) = 3 (3 - x) 

12. a) (X-1)2+ (x2 -1) = O 

e) (x + 1)2 - 2 (x2 + 1) = O 

b) x2 + 19x + 78 = O 

e) x2 
- ! x - ! = O 

2 2 

b) x2 + 6x + 7 = O 
e) 16 - 6y = y2 

b) x2 + 4x - 5 = O 

e) x2 - 4x + 4 = O 

b) 2X2 - 6x + 4 = O 

e) 3x2 = 1 Ox - 3 

b) 3x2+9x=0 

e) x2 = x 

e) - x2 + X + 90 = O 

f) x2 =; -~x 
e) x 2 + 8x + 16 = O 
f) x + 1 = x2 

e) x2 
- 4x + 5 = O 

f) x2 
- 4 x - 4 = O 

e) 2X2 + 5x + 2 = O 

f) 23x + 10 = 5x2 

e) 2X2 - 5x = O 

f) V8X2 = V6x 
b) 3 (2x + 3) - x (2x + 3) = O 

d) (5 - x) (x + 1 ) = (5 - x) (2x + 5) 

f) (2 x + 1) (2 x - 3) = (3 - 2 x) (3 x + 2) 

b) (x - 3)2 - 2 (x2 - 9) = O 

d) 5(x+2)2_(x2 +4) =0 

e) (5 - X)2 = (2x -10) (x + 1) f) x2 -16 = (12-3x) (2-x) 

13. Tiefe des 8runnenschachts der Wülzburg 

a) Stelle nach Seite 37 a) die gemischtquadratische Gleichung für die Fallzeit x 
Sekunden des Steins auf! 

b) Berechne die Fallzeit in Sekunden auf 2 Dezimalstellen genau! 

e) Berechne die Schachttiefe bis zum Wasserspiegel auf Meter genau! 

d) Nach einer historischen Ouelle ist der Brunnen 481 Pariser Fur." nach einer anderen 
524 bayerische Fur., tief. Für diese veralteten Uingenmar.,e gilt: 1 Pariser Fur., = 0,325 
Meter, 1 bayerischer Fur., = 0,292 Meter. Berechne die historisch überlieferten 
Schachttiefen und vergleiche mit dem Wert von e)! 

Ergãnzungen und Ausblicke 

UND- und ODER- Verknüpfung van Aussagen 
Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist. Verknüpft man zwei 
Aussagen durch das Bindewort und, entsteht wieder ei ne Aussage, z. B.: 
"Heute ist Mittwoch und heute schneit es." 
Diese Aussage ist nur dann wahr, wenn sowohl die erste Teilaussage als auch die zweite 
wahr ist, andernfalls ist sie falsch. In der Mathematik schreibt man für und das Zei­
chen 1\. 

Aussagen kann man auch durch ader verknüpfen, z. B.: 
"Goethe ist an einem Donnerstag oder an einem Freitag geboren." 
" Der Aufzug hãlt in jedem Stockwerk, in dem Leute ein- ader aussteigen wollen." 
Das ODER wird hier in zwei Bedeutungen verwendet: Im ersten Beispiel in der in der 
Umgangssprache am hãufigsten benutzten Weise im Sinn von "entweder ade,'. Die 
Gesamtaussage ist genau dann wahr, wenn eine Teilaussage wahr und die andere falsch 
ist. Im Gegensatz dazu wird man die zweite ODER-Aussage auch dann noch als wahr 
bezeichnen, wenn sowohl die erste als auch die zweite Teilaussage wahr ist. ODER wird 
hier im Sinn von "ader auch" verwendet. Die in der Mathematik mit v bezeichnete 
ODER-Verknüpfung ist das "einschlier.,liche oder", das "oder auch". 
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§ 8 Die Lõsungsformel für quadratische Gleichungen 

Wozu eine Formel? 

8eim Lósen quadratischer Gleichungender allgemeinen Form ax2 + bx + e = O 
(a =1= O) werden immer wieder die gleichen Schritte durchlaufen: Normalform 
herstellen, sortieren, quadratisch erganzen, binomische Formel anwenden, Wurzel 
ziehen, Falle unterscheiden, Lósungen angeben. Führen wir dies anstatt mit Zahlen 
mit den Koeffizienten a, b und e aus, erhalten wir eine Formel für die Lósungen x, 
und X 2 . Mit dieser Formel und dem Taschenrechner kónnen wir dann quadratische 
Gleichungen mühelos lósen. 

A. Die Lõsungsformel 

Wir gehen von der allgemeinen Gleichung ax2 + bx + e = O (a =1= O) aus: 

ax2 + bx- + e = O 

x2 + ~x + ~ = O 
a a 

x2 + -x + - = --+ -b (b)2 e b2 

a 2a a 4a 2 

(
b )2 _ b2 - 4ac 

x + 2a - 4a2 

Nur wenn b2 
- 4ac ~ O ist, gibt es Lõsungen. 

I x+~I=l~ 2a V~ 
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Dann folgt weiter: 



§ 8 Die Lõsungsformel für quadratische Gleichungen 

Die Terme für die Lõsungen x 1 und x2 unterscheiden -.Sich nur in einem Vorzeichen. 
Deshalb fasst man sie in einer Lósungsformel zusammen: 

-b±yb2 
- 4ac 

x1 ; 2 = --2-'-a----

Wir wenden die Formel an. 

Beispiel: 32x2 - 25,6x + 3,5 = O 

a = 32; b = - 25.6: e -= 3.5 

_ 25,6 ± V25,6 2 
- 4 . 32 . 3,5 

X1; 2 - 2.32 

X 1 = 0,625; X 2 = 0,175 

Es empfiehlt sich, mit dem Taschenrechner zunachst den Wurzelterm Vb2 - 4ac zu 
berechnen und ihn für die zweite Lõsung zu speichern. 

B. Die Diskriminante 

Aus der Herleitung der Formel entnehmen wir: Der Term b2 
- 4ac entscheidet, wie 

viele Lõsungen die Gleichung ax2 + bx + e = O besitzt. 

Definition: 

Der Term b2 
- 4ac heiBt Diskriminante 1 D der quadratischen Gleichung 

ax2 + bx + e = O. 

1. Beispiel: 2X2 - 5x + 4 = O 
D = b2 

- 4ac = 25 - 4 . 2 . 4 = - 7 < O 

Die Gleichung hat keine reellen Lõsungen. 

2. Beispiel: 9x2 
- 6x + 1 = O 

D = b2 
- 4ac = 36 - 4 . 9 . 1 = O 

Für D = O ergibt die Lõsungsformel: 

-b±O -b 6 1 
x1 ; 2 = ~ = 28 = 2 . 9 = 3" 

Im letzten Fali ist x1 = x2 = ~. Man spricht deshalb anstatt von genau einer Lósung 
auch von zwei zusammenfallenden Lósungen x1 und x2 . 

1 discriminare (lat.), trennen, unterscheiden 

43 



§ 8 Die Lõsungsformel für quadratische Gleichungen 

Satz: 

Eine quadratische Gleichung ax2 + bx + e = O (a =1= O) besitzt 

keine Lõsung, wenn D < O ist, 
genau eine Lõsung, wenn D = O ist, 

zwei Lõsungen, wenn D> O ist. 

Für die Lõsungen gilt: _ - b±ylb2 
- 4ac 

x,; 2 - 2a 

c. Biquadratische Gleichungen 

Eine Gleichung der Form ax4 + bx2 + e = O (a =1= O) hei~t biquadratisch1
, weil sie als 

quadratische Gleichung in x2 autgetasst werden kann: 

a (X2
)2 + b (x2

) + e = O 

Ersetzen wir x2 durch eine neue Variable, so kõnnen wir die biquadratische 
Gleichung aut eine quadratische zurückzutühren: x2

:= U 

au 2 + bu + e = O 

Diese Eintührung einer neuen Variablen hei~t Substitution 2
• 

L ósungsschritte 

Beispiel: x4 
- 7x2 + 12 = O; x2:= U Substitutieren 

u2 - 7u + 12 = ° quadratische Gleichung lõsen 

u = 7 ± YI 49 - 4 . 1 . 1 2 
2 

7±1 
u=-2-

u=4 v u=3 

x2 = 4 V x2 = 3 

Substitution rückgangig machen 

x=2 v x=-2 v x=V3 v x=-V3 
L = {2; -2; V3; - V3} 

AUFGABEN 

1. 8erechne die Lõsungen mit der Formel! 

a) 2x2+7x+3=0 b) 10X2+11x+3=0 

d) 5x2 - 8x - 21 = ° e) -1 5x2 - 19x + 56 = O 

2. a) 0,2x2 + 1,6 = 1,14x b) 0,5x2 + 0,15x = 0,27 

d) 3v2 + 4,2 = 8,8v e) 4x2 = 8x + 1 

1 bis (Iat) , zweimal 2 substituere (Iat.), ersetzen 
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e) 3x2 + 8x - 3 = ° 
t) 20X2 - 7x - 6 = ° 
e) 0,7x2 + 0,9x = 1 

t) 24x + 1 9 = 1 8x2 

I 
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§ 8 Die Lõsungstormel tür quadratisehe Gleiehungen 

3. Multipliziere zunaehst jede Gleiehung mit einer Zahl, sodass alle Koettizienten ganzzahlig 
werden! Bereehne dann die Lõsungen! 

a) x2 
- ~x + ~ = O b) Z2 + Zz - ~ = O 

6 6 4 8 
) 

2 3 1 O 
e u - 20 u - 1 00 = 

d) 2v
2 

= ~v + ~ e) ;0 = ~e + 1 ~o t t) 8 2 7 1 2 -y = -y +- y 
7 5 7 

4. Bestimme die Anzahl der Lõsungen mithilte der Diskriminante! 

a) x2+12x + 38 = 0 b) 4x2 -12x+9=0 e) 2x2+5x+3=0 

d) 5x2 - 16x + 13 = O e) 7x2 - 2x - 11 = O t) 12x2 + 60x + 75 = O 

5. a) Wie lautet die Diskriminante D tür die Normaltorm x2 + px + q = O der quadratisehen 
Gleiehung? 

b) Begründe: Ist q < O, so gibt es stets zwei Lõsungen. 

b) x2 + 1 O = v45 x 
e) t/24X=2X2+3 

e) V8x - x2 = 1 

t) 1 4 x + 2 v7 = v7 x2 

7.a) 2x(x+3)-x(x-1)+6=0 b) (4-x)2+(2x-1)2=10 

e) (x - 5) (2x -17) - (x - 7) (3x + 1) = 84 d) (2x - 3) (3x - 2) - (3x - 1 )2 = 10 

8. Bi/der ohne und mit Rahmen 

a) Ein reehteekiges Bild vom Flaeheninhalt 875 em2 ist 10 em langer als breit. Wie lang 
und wie breit ist das Bild? 

b) Ein reehteekiges Bild ist mit Rahmen 80 em lang und 60 em breit. Peter sehatzt, dass 
der übergrolSe Rahmen den gleiehen Flaeheninhalt wie das Bild hat. Wie breit müsste 
dann der Rahmen sein? 

e) Ein reehteekiges Bild ist mit Rahmen 55 em lang und 40 em breit. Der Rahmen hat 
den Flaeheninhalt 850 em2. Wie breit ist der Rahmen? 

9. Der Danebrog 

Die danisehe Nationaltlagge, der Dane­
brog, zeigt ein weilSes Kreuz aut rote m 
Grund. Wie breit müssen die weilSen 
Streiten aut einem reehteekigen Fahnen­
tueh von 3 m Lange und 2 m Breite ge­
wahlt werden, wenn das Kreuz gerade 
ein Drittel der Reehteekstlaehe bedeeken 
soll? 

10. Gib über der Grundmenge IR die Detini­
tionsmenge D an! Bestimme die Lõsungs­
menge! 

a) 2x + ~ = 3 
x 

x 1 
e) 5 _ 2x + 3 _ 2x = 1 

3x -1 8 1 - x 
e) x + 2 - x2 _ 4 = 2 . x - 2 

3x x 6 
g) x - 1 - x + 1 = x2 - 1 

2x-1 22-7x 4x-2 
d) x+2 -~= x2-4 

x x 2 
t) x + 1 - 1 - x = x2 - 1 

h) 5+x 2x _8-3x 
3-x-x-2--x-
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§ 8 Die Lõsungsformel für quadratische Gleichungen 

11. a) x4 - 25x2 + 144 = O 
e) 16x4 -136x2 + 225 = O 
e) x4 + 2X2 - 35 = O 

b) Z4 - 9z2 + 20 = O 
d) 6y4 - 5y2 + 1 = O 

t) x4 + 1 3x2 + 36 = O 

12. Führe zuerst eine geeignete Substitution durch! 

a) (x2 - 9)2 + 5 (x2 - 9) = O b) (2x2 - X)2 - 4 (2x2 - x) + 3 = O 

e) 2(X2+;2y +5=7(X2+;2) d) (2X2-5x)2+4x2=10x+3 

13. Führe die folgenden Wurzelgleichungen zuerst durch eine geeignete Substitution aut 
quadratische Gleichungen zurück! 

a) x-8Vx+15=0 b) x-6Vx+4=0 

e) x + 20< - 24 = O l r:; 30 
d) V x - 29 = vx 

Ergãnzungen und Ausblicke 

Das geometrische Lósungsverfahren des al-Chwarismi T 
Zur Zeit ihres berühmten Mathematikers Muhammed ibn 

10x . Musa al-Chwarismi (783 bis 850 n. Chr.) benutzten die lX 
Araber noch keine negativen Zahlen. Negative Lõsungen 
quadratischer Gleichungen gab es deshalb nicht. L---____ ...L.--.:_---J 

Wenden wir uns einem Beispiel al-Chwarismis zu: 

x2 + 10x = 39 

Geometrisch gedeutet ist es die Aufgabe, die Seitenlange x 
eines Ouadrats zu bestimmen, das zusammen mit einem 
Rechteck der Lange 10 und der Breite x den Flacheninhalt 
39 besitzt. AI-Chwarismi halbierte das Rechteck: Die beiden 
neuen Rechtecke der Lange 5 und der Breite x setzte er 
unmittelbar an das Ouadrat an. Nun erganzte er die Figur 
durch ein kleines Ouadrat mit dem Flacheninhalt 52 zu 
einem groBen Ouadrat. Dieses hat folglich den Flachenin­
halt 39 + 25 = 64. Also besitzt es die Seitenlange 8. Die 
gesuchte Seitenlange des ursprünglichen Ouadrats betragt 
somit x = 8 - 5 = 3. 

46 

T 

t 
l 

5x 

x2 5x 

, 

5x 



§ 9 Der Satz von Vieta 

François Viete, latinisiert Vieta (geb. 1540 in Fontenay-Ie-Comte, gest. 1603 in 
Paris) führte in die Algebra das durchgangige Rechnen mit 8uchstaben und 
Rechenzeichen ein. Dabei benützte er auch runde, eckige und geschweifte Klam­
mern. Er erkannte, dass die mathematischen Überlegungen durch den Gebrauch von 
Symbolen wesentlich übersichtlicher wurden. 

Einer der elementaren Lehrsatze der Algebra ist der von Vieta gefundene und nach 
ihm benannte Satz. Dieser gibt einen Zusammenhang zwischen den Losungen x 1 

und x 2 und den Koeffizienten p und q der quadratischen Gleichung x2 + px + q = O 
an. 

a) 8erechne die Losungen x1 und x2 der folgenden Gleichungen! 

x2 + px + q = O P q x1 x2 

x2 
- 5x + 6 = O - 5 6 

x2 
- 8x + 15 = O - 8 15 

x2 + 8x + 15 = O 8 15 
x2 

- 2x + 15 = O - 2 15 
x2 + 2x - 15 = O 2 - 15 

b) Welcher Zusammenhang besteht vermutlich zwischen x 1 , x2 und p, welcher 
Zusammenhang zwischen x1 , x2 und q? 

A. Der Satz von Vieta 

Die L6sungsformel gibt an, wie sich aus den Koeffizienten der quadratischen 
Gleichung die L6sungen berechnen lassen. Wie kann man umgekehrt eine Glei­
chung in der Normalform aufstellen, welche die vorgegebenen L6sungen x1 und x2 

hat? 
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§ 9 Der Satz von Vieta 

Diese Frage beantwortet der 

Satz von Vieta: 

Sind x1 und x2 die Lõsungen der quadratischen Gleichung x2 + px + q = 0, so 
gilt: 

x1 + x2 = - p und x1 ' x2 = q 

Beweis: Mithilfe der Lõsungsformel folgt: 

-p + Vp2 - 4q -p-Vp2 - 4q -2p 
x1 + x2 = 2 + 2 = 2 = - p , 

( - p + Vp2 - 4q) ( - p - J/p2 - 4q) p2 - (p2 - 4q) 
x1 . x2 = 2 . 2 = 4 = q 

Das Aufstellen einer Gleichung mit gegebenen Lõsungen ist also einfach. 

Beispiel: x1 = 6, x2 = 0,5 
Es ist p = - (x1 + x2 ) = - 6,5 und q = x1 . x2 = 3. 
Folglich lautet die Gleichung x2 

- 6,5x +3 = O. 

Falls in einer gegebenen Gleichung die Koeffizienten p und q ganze Zahlen sind, 
kann man eventuell vorhandene ganzzahlige Lõsungen x1 und x2 durch systemati­
sches Probieren finden. 

Beispiel: x2 + x - 6 = ° 
Da q = x1 ' x2 ist, gibt es folgende ganzzahlige Mõglichkeiten: 
- 6 = 1 . (- 6) = (-1) . 6 = 2 . (- 3) = (- 2) ·3 

Da ferner x1 + x2 = -1 ist, sind x1 = 2 und x2 = - 3 die Lõsungen. 

B. Der Zerlegungssatz 

Ein Term der Form ax2 + bx + e mit a =F ° heiBt quadratisches Polynom 1 in x. Wir 
kõnnen ein quadratisches Polynom faktorisieren, wenn eine binomische Formel 
anwendbar ist. 

Beispiel: x2 
- 9 = (x + 3) (x - 3) 

Lassen sich auch andere quadratische Polynome faktorisieren? 
Besitzt die quadratische Gleichung x2 + px + q = ° die Lõsungen x1 und x2' so 
folgt: 

x2 + px + q = x2 - (x1 + x2) x + x1 x2 = 

= x2 - x1 X - x2 X + x, x2 = 

= X (x - x1 ) - x2 (x - x1 ) = 

= (x -:- x1 ) (x - x2) 

1 polys (griech.), viel; Polynom: vielgliedriger Ausdruck. 
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§ 9 Der Satz von Vieta 

Es ist uns gelungen, das Polynom x2 + px + q in Faktoren zu zerlegen. x - x, und 
x - x2 nennt man Linearfaktoren. 
Setzt man in das Polynom x2 + px + q für x die Losung x, oder die Losung x2 ein, 
erhalt man Null. Ein Produkt nimmt nur dann den Wert Null an, wenn mindestens 
ein Faktor Null ist; für x = x, oder x = x2 . So wird verstandlich, dass in der 
Faktorzerlegung die Terme x - x, und x - x 2 auftreten. 
Liegt ein allgemeines quadratisches Polynom ax2 + bx + e vor, muss man zuerst a 
ausklammern und dann entsprechend vorgehen. Also: 

Zerlegungssatz 

Besitzt die quadratische Gleichung ax2 + bx + e = O die Losungen x, und x2 ' so 

gilt: ax2 + bx + e = a (x - x,) (x - x2 ) 

Jetzt konnen wir auch quadratische Polynome faktorisieren, wenn die zugehorige 
Gleichung Losungen besitzt. 

Beispiel: 2X2 + 2x - 12 = 2 (x2 + X - 6) 
= 2 (x - 2) (x + 3) 

AUFGABEN 

(Lõsungen nach Vieta: 
x, = 2; x2 = - 3) 

1. Gib jeweils die Normalform der quadratischen Gleichung an, die folgende Lõsungen 
besitzt: 

a) 3 und 7 

d) -3 und -7 

g) -3 und -3 

b) 3 und - 7 

e) -3 und O 
h) 3 und -3 

e) -3 und 7 

f) 3 und 3 

i) ~ und ~ 
k) 2 + v3 und 2 - v3 
n) v3 + 2 und v3 - 2 

I) 7 + 4 v3 und 7 - 4 v3 
o) v5 - v3 und v5 + v3 

m) - 7 - 5y'2 und - 7 + 5y'2 

p) 1 - 112 und 2 + y'2 

2. Die Vieta-Probe 
Überprüfe mithilfe des Satzes von Vieta, ob die angegebene Menge die Lõsungsmenge 
der Gleichung ist! Berichtige, falls erforderlich, die Lõsungsmenge! 

a) x2+5x+6=0; {2;3} b) x2-3,5x-7,5=0; {-1,5;5} 

e) x2 - 0,5x - 7,5 = O; {2,5; -3} d) x2 -~x -118 = O; {-i; -~} 

3. Versuche, die Lõsungen mithilfe des Satzes von Vieta zu finden! 

a) x2-9x+20=0 b) x2+9x+20=0 e) x2-x-20=0 

d) x2 + X = 20 e) x2 - 17x + 70 = O f) x2 -1 1 x - 26 = O 
g) x2 + 2x - 24 = O h) x2 + 5x - 6 = O i) x2 - 4x + 5 = O 

4. Wie lauten die Formeln des Satzes von Vieta für die allgemeine Form ax2 + bx + e = O 
der quadratischen Gleichung? 

5. Versuche die Lõsungen mithilfe des Satzes von Vieta zu finden! 

a) 2X2 + 32x + 96 = O b) 3x2 + 15x = 108 e) 0,5x2 -1 ,5x = 9 

d) 5x2 + 7x = O e) 49x2 - 21 x + 2 = O f) 2X2 - 5x + 2 = O 
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§ 9 Der Satz von Vieta 

6. Bestimme die zweite Lõsung und den fehlenden Koeffizienten! 

a) x2 + 15x + q = O; x1 = -18 . b) x2 - 6x + q = O; x 1 = 3 + 115 
e) x2 + px + 12 = O; x1 = - 5 - 1113 d) ax2 + 11 x - 35 = O; x 1 = - ~ 

7. Zerlege folgende Polynome so weit wie mõglich in Faktoren! 

a) x2 -13x + 42 b) x2 -15x - 76 e) x2 + 21 x + 108 

d) x2 + 0,2x - 0,24 e) x2 - 8x + 9 f) x2 + 9x + 9 

g) 5x2 + 8x - 21 h) 30x2 - 11 x - 30 i) 2X2 - 6x + 3 

8. Bestimme die Definitionsmenge D (Grundmenge IR). Kürze vollstandig! 

) 
X2 + 7x + 10 

a x2 _ 25 

6x2 -12x -18 
e) 3x2 -12x+ 9 

x 2 - X - 2 
e) x2 + 3x + 2 

f) 4x2 + 4x ~ 3 
4x2 + 2x - 6 

9. Bestimme Definitions- und Lõsungsmenge (Grundmenge IR)! 

a) x
2
-4x+4 = 2 b) 5x + ~ __ 7_ 

x2 - 5x + 6 x2 + 3x + 2 3 - 1 + x 

) 
X2 + 3x - 10 _ x + 5 

e x2 _ 2x - 3 - x - 3 

Tüftelecke 

Begründe den Satz: 

d) _x_ +_x_+ x-12 =0 
x - 2 x + 3 x2 + X - 6 

Hat die Gleichung x2 + px + q = O ganzzahlige Koeffizienten p, q und zwei Lõsungen, 
und ist ferner eine Lõsung eine ganze Zahl, so ist auch die andere eine ganze Zahl. 
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§10 Textaufgaben 

Begrü~ung 

An einer Wanderung nehmen 15 Personen tei/. Zu Beginn begrüBt jeder Tei/nehmer 
jeden anderen mit "Guten Morgen" und durch Hiindeschütte/n. 

a) Wie ott sagt eine Person "Guten Morgen"? Wie ott wird der GruB insgesamt 
ausgesprochen? 

b) Wie ott werden insgesamt Hiinde geschütte/t? 

Wir verallgemeinern: Die Anzah/ der Tei/nehmer sei x. 
e) Wie ott sagt eine Person "Guten Morgen"? Wie oft wird der GruB insgesamt 

ausgesprochen? 
d) Wie ott werden insgesamt Hiinde geschütte/t? 

A. Denksportaufgaben 

Der besondere Reiz von Denksportaufgaben liegt haufig darin, dass man zu 
gewõhnlichen Situationen ungewõhnliche Fragen stellt. 

Beispiel: Bei einer Feier stor.,en alle Teilnehmer miteinander an. Man hart die Glaser 
66-mal klingen. Wie viele Personen nehmen an der Feier teil? 

Ldsung: x ist die Anzahl der Teilnehmer. 
Jede Person hebt (x - 1 )-mal ihr Glas, um mit einer anderen Person 
anzustor.,en. Insgesamt werden also x (x - 1) Glaser gehoben. Da zwei 
angehobene Glaser beim Zusammenstor.,en nur einen Klang erzeugen, 

erklingt es nur halb so haufig, also : (~; 1) -mal. 

x (x - 1) = 66 I . 2 G = N 
2 

x2 
- X = 132 

x2 
- x -132 = O 
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§ 10 Textaufgaben 

_ 1 ±}/1 + 4 . 132 _ 1 ± 23 
X 1 ;2 - 2 - 2 

x, = 12; (x2 = -11 ) 

Antwort: An der Feier nehmen 12 Personen teil. 

Probe: Jede Person hebt 11 -mal ihr Glas. Insgesamt werden also 12 . 11 Glaser 

gehoben. Diese erklingen 12 ~ 11 = 66-mal. 

B. Bestimmen von Zahlen 

Die dezimale Schreibweise der Zahlen stützt sich darauf, dass jede Stelle einen 
bestimmten Wert hat. Zum Beispiel bedeutet 74 ausführlich geschrieben 

74=7,10+4,1. 

Sind in einer Aufgabe die Ziffern einer mehrstelligen Zahl gesucht, muss man von 
dieser Eigenschaft des Zehnersystems Gebrauch machen. Vertritt x die Zehnerziffer 
und y die Einerziffer einer zweistelligen Zahl, so erfasst der Term 

x'10+V'1 

die Zahl. 

Die Quersumme dieser Zahl, d. h. die Summer ihrer Ziffern, ist x + y. 

Nun zu einer entsprechenden Aufgabe! 

Beispiel: Welche zweistellige Zahl, deren Einerziffer um 7 kleiner als die Zehnerziffer 
ist, ist gleich dem Ouadrat ihrer Ouersumme? 

Losung: x ist die Zehnerziffer. 

Term 

Zehnerziffer x 
Einerziffer x - 7 
Zahl X· 10+ (x - 7) = 11 x - 7 
Ouersumme x + (x - 7) = 2x - 7 

11 x - 7 = (2x - 7)2 G = {O; 1; 2; ... ; 9} 

11 x - 7 = 4x2 - 28x + 49 

4x2 - 39x + 56 = O 

_ 39 ± }/392 - 16 . 56 
X1;2 - 8 

x, = 8; (x2 = *) 
Antwort: Die Zahl ist 81. 

Probe: (8 + 1 )2 = 81 
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§ 10 Textaufgaben 

AUFGABEN 

1. BegrüBung 

a) Zu Beginn einer Wanderung begrü~t jeder Teilnehmer jeden anderen mit "Guten 
Morgen". Dieser Gru~ wird insgesamt 272-mal ausgesprochen. Wie viele Personen 
nehmen an der Wanderung teil? 

b) Zu Beginn eines Tischtennis-Turniers schütteln sich die Spieler gegenseitig die 
Hande. Es werden insgesamt 120-mal Hande geschüttelt. Wie viele Spieler nehmen 
am Turnier teil? 

2. Ligastarke 

a) Jede Mannschaft einer FuBballiga bestreitet gegen jede andere Mannschaft ein Hin ­
und ein Rückspiel. Es finden insgesamt 306 
Spiele statt. Aus wie vielen Mannschaften 
besteht die liga? 

b) Jede Mannschaft einer FuBballiga bestreitet 
in der Vorrunde gegen jede andere Mann­
schaft ein Spiel. Es finden in der Vorrunde 
insgesamt 190 Spiele statt. Aus wie vielen 
Mannschaften besteht die Liga? 

3. Díagonalen 

a) Ein konvexes 1 Vieleck hat 104 Diagonalen. 
Wie viele Ecken besitzt es? 

b) Ein konvexes Vieleck hat 12 Diagonalen 
mehr als Seiten. Wie viele Ecken besitzt es? 

4. Prímzahlzwíllínge 

Zwei Primzahlen, von denen eine um 2 grõ~er ist als die andere, hei~en Primzahlzwillin­
ge. Gibt es mit folgender Eigenschaft jeweils Primzahlzwillinge? 

a) Ihr Produkt ist 399. 

b) Ihr Produkt ist um 119 grõ~er als ihre Summe. 

c) Das Ouadrat ihrer Summe ist um 198 grõBer als die Summe ihrer Ouadrate. 

5. Kehrwerte 

a) Die Summe der Kehrwerte zweier aufeinander folgender natürlicher Zahlen ist 2
9
0' Wie 

heiBen die Zahlen? 

b) Die Summe zweier Zahlen ist 3, die Differenz ihrer Kehrwerte ~. Wie lauten die 
Zahlen? 

c) Welche Zahl ist um 1 grõBer als ihr Kehrwert? 

6. Quersumme 

a) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 2 kleiner als die Zehnerziffer. Multipli­
ziert man die Zahl mit ihrer Ouersunime, so erhalt man 900. Wie lautet die Zahl? 

b) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 4 kleiner als die Zehnerziffer. Die Zahl ist 
um 15 grõBer als das Ouadrat ihrer Ouersumme. Wie heiBt die Zahl? 

c) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 2 grõ~er als die Zehnerziffer. Dividiert 
man die Zahl durch ihre Ouersumme, so erhalt man die Einerziffer. Wie lautet die Zahl? 

1 jeder Innenwinkel kleiner als 180°; convexus (Iat.), gewõlbt, gerundet 
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§ 10 Textaufgaben 

7. Spiegelzahl 
Kehrt man die Reihenfolge der Ziffern einer Zahl um, so entsteht ihre Spiegelzahl. 

a) Eine zweistellige Zahl besitzt die Quersumme 9. Multipliziert man die Zahl mit ihrer 
Spiegelzahl, so erhalt man 1944. Bestimme alle Zahlen mit diesen Eigensehaften! 

b) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 1 kleiner als die Zehnerziffer. Subtrahiert 
man von der Zahl ihre Spiegelzahl, so erhalt man das Quadrat der Quersumme der 
Zahl. Wie heiP.,t die Zahl? 

e) Die Zehnerziffer einer dreistelligen Zahl ist um 3 grõP.,er als die Einerziffer. Die Zahl ist 
gleieh ihrer Spiegelzahl. Dividiert man die Zahl dureh ihre Quersumme, so erhalt man 
das 14faehe der Hunderterziffer. Wie lautet die Zahl? 

8. Satz von Pythagoras 

a) In einem reehtwinkligen Dreieek ist die grõP.,ere Kathete um 1 em kürzer als die 
Hypotenuse und um 17 em langer als die kleinere Kathete. Wie lang sind die Seiten? 

b) Ein reehtwinkliges Dreieek besitzt den Umfang 30 em. Die Hypotenuse ist 8 em langer 
als eine der beiden Katheten. Wie lang sind die Seiten? 

e) Ein Reehteek hat den Umfang 46 em. Seine Diagonale ist 17 em lang. Wie lang sind 
die Seiten? 

d) Der Umfang eines Reehteeks betragt 82 em. Die Diagonale ist gem langer als eine der 
beiden Seiten. Wie lang sind die Seiten? 

9. Bewegungsaufgaben 

a) Ein Lastkraftwagen benõtigte für eine 150 km lange Streeke 3 Stunden. Dabei konnte 
er auf den ersten 90 km seine normale Durehsehnittsgesehwindigkeit einhalten. Auf 
der Reststreeke musste er wegen sehleehter Besehaffenheit der StraP.,e diese Ge­
sehwindigkeit um 20 km/h herabsetzen. Welehe Durehsehnittsgesehwindigkeit er­
zielte der Lkw auf der ersten Teilstreeke? 

b) Als es noeh keine Sehleusen auf der Donau gab, benõtigte ein Donaudampfsehiff für 
die 91 km lange Fahrt von Passau naeh Linz und die ansehlieP.,ende Rüekfahrt 
insgesamt 11,5 Stunden. Die Driftgesehwindigkeit 1 der Donau betrug 2,5 km/h. 
Wie groP., war die Eigengesehwindigkeit des Sehiffes? Wie lang benõtigte es von 
Passau naeh Linz und wie lang von Linz naeh Passau? 

e) Für eine 18 km lange Streeke benõtigt ein Radfahrer 21 Stunden weniger als ein 
FuP.,ganger, da die Gesehwindigkeit des Radfahrers um 9 km/h grõP.,er ist als die des 
FuP.,gangers. Wie groP., sind die Gesehwindigkeiten? 

d) Ein Sehiff benõtigt für eine 5250 m lange Streeke flussaufwarts 6 Minuten langer als 
flussabwarts. Die Driftgesehwindigkeit1 betragt 3 km/h. Wie lang braueht das Sehiff 
für die Fahrt flussaufwarts, wie lang für die Fahrt flussabwarts? Wie lang würde das 
Sehiff auf einem See für eine 2 . 5250 m lange Streeke benõtigen? 

10. Oldtimer-Dampflok 
Bei einer Dampflok der Baureihe 38 ist der Umfang des Treibrades um 236 em grõP.,er als 
der des Laufrades. Deshalb muss sieh auf einer Streeke von 3,665 km das kleinere Rad 
gerade 500-mal mehr drehen als das grõP.,ere. Bereehne den Umfang der Rader! 

11. Rohrenaufgaben 
Ein Sehwimmbeeken kann dureh zwei Zuflussrõhren gefüllt werden. 

1 driften (Seemannssprache), treiben 
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§ 10 Textaufgaben 

a) Die ei ne würde dazu 6 Stunden weniger als die andere benõtigen. Zusammen 
brauchen sie 4 Stunden. In wie vielen Stunden würde jede ·Hi;>hre allein das Becken 
füllen? 

b) Die erste Rõhre würde das Becken allein in 5 Stunden füllen. Die zweite würde 4,5 
Stunden mehr als beide zusammen benõtigen. Wie viele Stunden würde die zweite 
Rõhre allein benõtigen? 

12. Leistung 
Ein gro~er landwirtschaftlicher Betrieb besitzt zwei Traktoren unterschiedlicher Leistung. 
Der leistungsstarkere Traktor benõtigt zum Pflügen eines bestimm'ten Feldes 5 Stunden 
weniger als der leistungsschwachere. Beide brauchen zusammen 6 Stunden. Wie viele 
Stunden würde jeder Traktor zum Pflügen des Feldes benõtigen? 

Tüftelecke 

1. Aus der VolIstandigen Anleitung zur Algebra von Leonhard Euler (1770) 
Zwei Bauerinnen tragen zusammen 100 Eier auf den Markt, die eine mehr als die andere, 
und lõsen doch beide gleich viel Geld . Nun sagt die eine zur anderen: "Hatte ich deine 
Eier gehabt, so hatte ich 15 Kreuzer gelost." Darauf antwortet die andere: "Hatte ich 
deine Eier gehabt, so hatte ich daraus 6~ Kreuzer gelost." Wie viele Eier hatte jede? 

2. Eine Aufgabe des Inders Bhaskara (um 1150 n. ehr.) 
Eine Schar Affen vergnügt sich. Der achte Teil des unruhigen Haufens zum Quadrat 
erhoben turnt in den Baumen herum, die restlichen 12 vollführen alle zugleich ein 
Geschrei auf dem Gipfel eines Hügels. Wie viele zahlt die aufgeregte Schar? 
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§ 11 Quadratische G leichungen mit Parametern 

Sehlafende Variable 

Treten in einer Gleichung neben der Variablen, nach der autgelóst werden soll, noch 
weitere Variable aut, so nennt man diese Parameter. Der hollandische Mathematiker 
Hans Freudenthal hat Parameter scherzhatt als "schlatende Variable" bezeichnet. 
Damit wird zum Ausdruck gebracht, dass man einen Parameter beim Lósungsverfah­
ren wie einen gleichbleibenden Wert behandeln darf. 

A. Das Auflõsen 

In der allgemeinen Form ax2 + bx + e = O (a =1= O) der quadratisehen Gleiehung 
treten zwei Arten von Variablen auf: 

- Die Variable x, naeh der aufgelõst werden soll. Deshalb nennt man sie Lósungs­
variable. 

- Die Variablen a, b, e, die beliebige Zahlen vertreten und es ermõgliehen, alle 
quadratisehen Gleiehungen der gleiehen Form zusammenzufassen. Diese Varia­
blen heiBen Formvariablen oder Parameter1

• 

Wir haben bereits ax2 + bx + e = O dureh quadratisehe Erganzung naeh x aufgelõst. 
Jetzt stehen uns für quadratisehe Gleiehungen zwei elegante Lõsungsverfahren zur 
Verfügung: das Ausklammern eines Linearfaktors und das Anwenden des Satzes 
von Vieta. Allerdings sind diese Methoden nur mit Gesehiek und nieht immer 
anwendbar. Gelingen sie nieht auf Anhieb, lõsen wir die quadratisehe Gleiehung mit 
der Formel oder dureh quadratisehe Erganzung. 

Beispiel: x2 + 3ax + 2a2 = x + 2a l-x - 2a 

x2 + 3ax - x + 2a 2 
- 2a = O 

x2 + (3a -1) x + (2a2 
- 2a) = O 

- (3a -1) ± V (3a _1)2 - 4 (2a2 - 2a) 
X1; 2 = 2 

1 pará (griech.), da bei; métron (griech.), MaB; Parameter: 8eimaB 
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§ 11 Quadratische Gleichungen mit Parametern 

_ - 3a + 1 ± y!9a2 
- 6a + 1 - 8a2 + 8a 

- 2 

-3a + 1 ± y!a2 + 2a + 1 
2 

_ -3a+ 1±y!(a + 1)2 _ 
- 2 -

- 3a + 1 ± la + 11 
2 

Für beliebige reelle Zahlen b unterscheiden sich ± I b I und ± b hõchstens in der 
Reihenfolge der Vorzeichen. Also: 

-3a+1±(a+1) 
X 1 ;2 = 2 

-2a + 2 -4a 
x, = 2 = - a + 1; X2 = -2- = - 2a 

B. Fallunterscheidungen 

Die Diskriminante einer quadratischen Gleichung entscheidet, wie viele Lõsungen 
diese besitzt. 

Beispiel: X2 - (2t + 2) x + (t2 + t) = O 

D = b2 - 4ac = (2t + 2)2 - 4 (t2 + t) = 
= 4t2 + 8t + 4 - 4t2 - 4t = 4t + 4 

1. Fali: Es gibt keine Lõsung, 
wenn D = 4t + 4 < O, d. h. 4t < - 4, d. h. t < -1 ist. 

2. Fali: Es gibt genau eine Lõsung, 
wenn D = O, d. h. t = -1 ist. 
Für t = -1 lautet die ursprüngliche Gleichung X2 = o. 
Also: x, = X2 = O 

3. Fali: Es gibt zwei Lõsungen, 
wenn D > O, d. h. t > -1 ist. 

_ (2t + 2) ±}/4t±"4 _ 2 (t + 1 ± Vf±I) 
X1;2 - 2 - 2 

x, = t + 1 + Vt+1; x2 = t + 1 - vt+1 

AUFGABEN 

1. Lõse die Gleichung nach der in eckiger Klammer angegebenen Variablen auf! 

a) A=6a2 [a] b) V=~a2h [a] e) E=~mv2 [v] d) ~~2 =1- [T] 

e) h2 + (;)' ~ a2 [hl f) (3rj2 + (;)' ~ a2 [al 
g)(~r)'+(;)'~a2 [rl h)(~h),~Gh)'+(;)' [a] 
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§ 11 Quadratische Gleichungen mitParametern 

Nr.2 bis 8: Die Lõsungsvariable ist x. Wenn nichts anderes angegeben ist, vertreten die 
Parameter beliebige reelle Zahlen: a E !R, b E R ... , t E !R. 

2. a) x (x - b) + a (x ~ b) = O 

c) x2 + a b = ax + bx 

e) x2 + 6kx + 9k2 = O 

3. a) x2 + a2 ~ 2ax + 1 

c) x2 - 3ax - x + 2a2 + a = O 

e) x2 
- a2 + 2b (x + a) = O 

4. a) ax2 + 1 = ax + x 
e) (2x - C)2 - d (2)( - e) = 2d2 

b) 3x (2x - b) = a (b - 2x) 

d) x2 + nx = m (x + n) 

f) x2 + 2a2 = 3ax 

b) x2+a2 =2ax+b2 

d) x2 + 3 (a2 + a) = 4ax + x 
f) x (x - 2) - c (2x - c - 2) = O 

b) ax (ax + 7) - 5 (ax + 3) = O 

d) (a - x) (b - x) = 2 (a - b)2 

e) (tx -1) (tx + 1) + 10= e (2x -1) f) ax (ax + 6) = (2a + 3) (2a - 3) 

5. Bestimme jeweils die Definitionsmenge und die Lõsungsmenge in Abhangigkeit vom 
Parameter (Grundmenge !R)! 

x 2a 
a) a - x = 1; (a =1= O) b) x + 2 __ 2_ = 2; 

b x-b 
(b =f: O) 

c) x~c - x~c =~; (c =1= O) d) _x_+~_~. (a =1=0) 
x + a x2 - a2 - x - a' 

6. Bestimme die Anzahl der Lõsungen in Abhangigkeit vom Parameter t! 

a) x2 + 6x + t = O b) x2 - 3tx -18 = O 

e) x2 + (2t -1) x + t2 = O d) tx2 + 2x + 2 = O 

e) tx2 + (4 + 2t) x + t = O f) tx2 - 2tx + 3x + t = O 

7. Bestimme die Anzahl der Lõsungen in Abhangigkeit vom Parameter! Wie lauten in den 
Fallen mit lõsbaren Gleichungen die Lõsungsterme? (Vieta- Probe!) 

a) x2 - 4x + 4 - a = O b) x2 + 6x + 9 + b = O 

c) x2-3Vcx+2c=0; (cE!R6) d) x2+2Vax+a-b=0; (aE!R6) 

e) x2-2ytx+3t=0; (tE!R6) f) x2-2Vkx+2k=4; (kE!R6) 

8. Für welche Parameterwerte t besitzt die Gleichung genau eine Lõsung? Wie lautet 
jeweils diese Lõsung? 

a) x2 - tx + 9 = O 

c) tx2 + 1 Ox + t = O 

9. Der "Goldene Schnítt" 

b) x2 - 3x - 3tx + 2t = O 

d) tx2 - tx + 2x + t = O 

Bereits in der Antike haben sich die Griechen 
damit befasst, welche Streckenteilung in der 
Architektur und Malerei vom menschlichen Au-
ge als besonders "schõn" empfunden wird: a 

x 

Eine Strecke der Lange a hei~t nach dem Goldenen Schnitt geteilt, wenn das Verhaltnis 
der Langen der grõ~eren Teilstrecke zur Gesamtstrecke gleich dem Verhaltnis der Langen 
der kleineren zur grõ~eren Teilstrecke ist. 

a) Drücke die Lange x der grõ~eren Teilstrecke durch a aus! 

b) Das Langenverhaltnis x: a des Goldenen Schnitts ist irrational. Gib dafür als guten 
. rationalen Naherungswert einen Bruch mit dem Nenner 8 an! 

e) Die Türme des Kõlner Doms sind 160 m hoch. Sie werden durch die Stelle, wo der 
Helm beginnt, im Goldenen Schnitt geteilt. In welcher Hõhe befindet sich diese Stelle? 
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§ 12 Einfache quadratische Funl<tionen 

Im Kino 

Durch Schwebstaub in der Luft wird in einem Kino das Lichtbünde/ sichtbar. Die 
GróBe des Bi/des ist vom Abstand des Projektors von der Leinwand und von der 
Brennweite des Objektivs abhiingig. Wie iindert sich bei unveriinderter Brennweite 
der F/iicheninha/t des B i/des, wenn der Abstand Projektor-Leinwand verdoppe/t, 
verdreifacht, . . . wird? 

o 2 3 4 

A. Die Quadratfunktion 

Zu jeder reellen Zahl x gibt es genau ein Ouadrat x2
. Folglich ist die Zuordnung 

x 1---* x2 eindeutig und damit eine Funktion. Man nennt sie Ouadratfunktion. Sie wird 
durch den Funktionsterm f (x) = x2 oder durch die Funktionsg/eichung y = x2 

beschrieben. Die Menge ihrer x-Werte, die Definitionsmenge D, ist - wenn keine 
Einschrankung angegeben ist - die Menge IR der reellen Zahlen. 

Da für beliebige reelle Zahlen das Ouadrat x2 einer Zahl x gleich dem Ouadrat ( _ X)2 
der Gegenzahl - x ist, verlauft der Graph der Ouadratfunktion symmetrisch zur y ­
Achse. Sein tiefster Punkt hei~t Scheite/. Er liegt im Koordinatenursprung. 
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§ 12 · Einfache quadratische Funktionen 

Jede zu diesem Graphen kongruente 
Kurve nennt man Normalparabel. Der 
Graph der Ouadratfunktion ist also ei­
ne nach oben geõffnete Normalparabel 
mit dem Scheitel im Ursprung. 
Für x> O ist die Ouadratfunktion mo­
noton wachsend, für x < O monoton 
abnehmend. 
Alle Funktionswerte der Ouadratfunk­
tion sind nichtnegativ. Gibt man einen 
beliebigen nichtnegativen y-Wert vor, 
so ist dieser das Ouadrat von VY und 
von - vy. Die Menge der Funktions­
werte y, die Wertemenge der Ouadrat­
funktion, ist also die Menge der nicht­
negativen reellen Zahlen: W = ~6 

B. Die Funktion x I--+X2 + q 
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Tritt im Funktionsterm auBer X2 noch ein lineares Glied pX oder auch ein konstantes 
Glied q auf, SO heiBt die Funktion quadratische Funktion. 

Beispiel: 

X 1--+ x2 + 2; XE~ 

Wertetabelle: 

X -3 -2 -1 O 2 3 

x2 9 4 1 O 1 4 9 
x2 + 2 11 6 3 2 3 6 11 

Für alle X E ~ ist x2 + 2 um 2 grõBer 
als x2

. Somit geht der Graph der Funk­
tion X 1--+ x2 + 2 durch ei ne Verschie­
bung um 2 Einheiten nach oben aus 
dem Graphen der Ouadratfunktion 
X 1--+ x2 hervor: Der Graph der Funktion 
X 1--+ x2 + 2; x E ~ ist eine nach oben 
geõffnete Normalparabel mit dem 
Scheitel S (012). 
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Die für die Funktion x 1--+ x2 + q im Fali q = 2 angestellten Überlegungen lassen sich 
auf jedes beliebige q E ~ übertragen: 

Der Graph der Funktion x 1--+ x2 + q; X E ~ ist eine nach oben geõffnete Normal­
parabel mit dem Scheitel S (O 1 q) . 
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c. Die Funktionen x ~ (x - XS)2 

Auch der Graph einer Funktion der 
Form x ~ (x - xs)2 ist eine Normalpa ­
rabel. 

Beispiel: 
x ~ (x - 1 )2; x E IR 

Wertetabelle: 

-2 - 1 

4 1 
9 4 

o 
o 1 

O 

2 

4 

3 

9 
4 

Die dritte Zeile der Wertetabelle geht 
aus der zweiten Zeile hervor, wenn 
man diese um ei ne Einheit nach rechts 
verschiebt. 50mit ist der Graph der 
Funktion x ~ (x _ 1)2 eine nach oben 
geõttnete Normalparabel mit dem 
5cheiteI5(110)_ 

§ 12 Einfache quadratische Funktionen 
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Die tür die Funktion x ~ (x - xs)2 im Fali Xs = 1 angestellten Überlegungen lassen 
sich aut jedes beliebige Xs E IR übertragen: 

Der Graph der Funktion x ~ (x - xs)2; X E IR ist eine nach oben geõffnete 
Normalparabel mit dem 5cheitel 5 (xsl 0)_ 

D. Die Funktion x ~ (x - XS)2 + Ys 

Der Graph einer Funktion der Form 
x ~ (x - xs)2 + Ys ist ebenfalls eine 
Normalparabel, deren 5cheitel im AII­
gemeinen aber nicht auf einer Koordi­
natenachse liegt. 

Beispiel: 

X~(X-1)2+2; XE[R 

Wertetabelle: 

x -3 -2 -1 

x2 9 4 1 
(x - 1)2 16 9 4 
(x - 1)2 + 2 18 11 6 

O 2 3 

O 1 4 9 
1 O 1 4 
3 2 3 6 

Die dritte Zeile der Tabelle geht w ieder-
um aus der zweiten Zeile durch eine 
Verschiebung um eine Einheit nach 
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§ 12 Einfache quadratische Funktionen 

rechts hervor. Der Summand + 2 im Funktionsterr.n bewirkt, dass alle Funktionswerte 
in der vierten Zeile um 2 grõ~er sind als jene der dritten Zeile. 
Somit ist der Graph der Funktion x H (x - 1)2 + 2 eine nach oben geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S (112). 

Die für die Funktion x H (x - xs)2 + Ys im Fali Xs = 1 und Ys = 2 angestellten 
Überlegungen lassen sich auf beliebige xs' Ys E IR übertragen: 

Der Graph der Funktion x H (x - Xs)2 + Ys; X E IR ist eine nach oben geôffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S (xsIYs)' 

E. Scheitelbestimmung durch quadratische Ergãnzung 

Der Graph der Funktion x H (x - xs)2 + Ys ist für alle xs' Ys E IR ei ne nach oben 
geôffnete Normalparabel. Der Scheitel ist der tiefstgelegene Punkt, d. h . .jener Punkt, 
dessen y-Koordinate am kleinsten ist. Den kleinsten Funktionswert erhalt ma n, 
wenn in der Funktionsgleichung y = (x - xs)2 + Ys das Ouadrat den Wert Null 
annimmt. Das tritt für x = Xs ein, und dann ist y = Ys' Somit sind Xs und Ys die 
Koordinaten des Scheitels. 
Durch quadratische Erganzung kann die Gleichung y = x2 + px + q einer quadrati­
schen Funktion auf die Scheitelform y = (x - xs)2 + Ys gebracht werden. 

Beispiel: y = X2 + 4x + 3 = X2 + 4x + 22 - 22 + 3 = 
= (x + 2)2 - 4 + 3 = (x + 2)2 - 1 = 
= (x - (- 2))2 - 1 

Der Graph der Funktion x H X2 + 4x + 3 ist somit eine nach oben geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S ( - 21-1). 

Bei der quadratischen Gleichung haben wir die quadratische Erganzung auf beiden 
Seiten der Gleichung addiert. Damit bei einer Termumformung ein aquivalenter Term 
entsteht, müssen wir dagegen die quadratische Erganzung für das vollstandige 
Ouadrat addieren und anschlieBend zum Ausgleichwieder subtrahieren. 
Die entsprechende Umformung führt auch im allgemeinen Fali zum Ziel: 

2 2 (p)2 (p)2 y= X + px + q = x + px + 2 - 2 + q = 

( 
p)2 p2 

= x+ 2 -4+ q = 

= (x -( -~ ) J + q - ~ p' 

Da die Normalparabel nach oben geôffnet ist, nimmt die Funktion nur y-Werte an, 
die grôBer oder gleich dem y-Wert q - ~ p2 des Scheitels sind. 

Damit ist bewiesen: 
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§ 12 Eintache quadratische Funktionen 

Satz 

Der Graph der quadratischen Funktion x ~ x2 + px + q; X E !R ist eine nach oben 

geóf!ete Nor~alparabel mit dem Scheitel S ~ ~ I q -! p2). .. . . . 

Die Wertemenge der Funktion ist W = [q - ~ p2; 00 [ , ' 

AUFGABEN 

1. Stelle tür die Quadrattunktion x H x2 eine Wertetabelle tür das Intervall [- 3; 3] mit der 
SchrittweiteO,2 'aut und zeichne den Graphen sorghiltig aut Millimeterpapier. Klebe die 
Zeichnung aut einen dünnen, testen Karton ' l.Jnd schneide eine Schablone' tür die 
Normalparabel aus. 

2. Erstelle tür tolgende Funktionen Wertetabellen tür das Intervall [- 3; 3] mit der Schritt­
weite 0,5 und zeichne den Graphen. Gib jeweils die Scheitelkoordinaten an! 

a) x H x2 + 1 b) X H x2 - 1 e) x H x2 - 2 
d) x H (x + 1)2 e) x H (x - 0,5)2 t) x H (x + 0,5)2 

g) X H (x + 1)2 + 2 h) x H (x - 0,5)2 - 3 i) x H (x + 0,5)2 - 4 

3. Entnimm der Funktionsgleichung die Koordinaten des Parabelscheitels und zeichne die 
Parabel mithilte der Schablone! 

a) y=x2-2 b) y= (X-3)2 

d) y = x2 + 2 e) y = (x + 3)2 

g) y = (x +' 3)2 - 2 h) y = (x - 3)2 + 2 

e) y= (X-2)2_3 

t) y = (x + 2)2 + 3 
i) y = (x + 2)2 - 3 

4 . Wie lautet die Gleichung der quadratischen Funktion x H x2 + px + q, deren Graph den 
Punkt S als Scheitel besitzt? 

a) S(215) 

e) S(01-3) 

b) S (21-5) 

t) S (-310) 

e) S(-215) 

g) S(-51-3) 

d) S(-21-5) 

h) S (-0,512,5) 

5. Bestimme tür tolgende quadratische Funktionen die Scheitelkoordinaten und zeichne 
den Graphen! 

a) x H x2 + 4x + 4 b) XHx2+4x+1 e) XHX2 + 4x 
d) x H x2 + 8x + 13 e) x H x2 - 6x + 8 t) XHX2 - 2x-1 

g) XHX2 + X +! h) x H X2 - 3x + 'd i) x H X2 + 5x + '4
5 

k) XHX2 - ~x I) XHX2 + '3° X m) x H X2 - ~ X + i 
6. Erstelle tür tolgende Funktionen Wertetabellen und zeichne die Graphen! 

a) xH(3-x)2 b) xH(2-x)2 e) xH(-2-x)2 

Gib jeweils einen aquivalenten Funktionsterm an! 

7. Ermittle tür tolgende Funktionen im angegebenen Intervall I den kleinsten und den 
gró~ten Funktionswert! 
a) x H X2 - 2; 1= [ -2; 3] 

e) x H X2 - 4x + 3; 1= [-3; 3] 

b) x H (x _1)2 - 2; I = [-3; 3] 

d) x H X2 - 4x; I = [O; 2] 

In welchen Teilintervallen von I ist die Funktion jeweils monoton wachsend bzw. 
monoton abnehmend? 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funl<tion 

Wurfparabeln 

Galileo Galilei (geb. 1564 in Pisa, gest. 1642 in Arcetri bei Florenz) entdeckte die 
Gesetze des freien Fal/s. Er erkannte, dass die 8ahnkurve eines schrag nach oben 
geworfenen oder geschossenen Kórpers eine nach unten geóffnete Parabel ist. 
Damit wurde die Parabel zum ersten Mal zur 8eschreibung eines Naturvorgangs 
verwendet; zuvor hatte man nur auf Geraden und Kreise zurückgegriffen. 

A. Die Funktion x ~ ax2 

In den bisher behandelten Fãllen war der Graph einer quadratischen Funktion stets 
eine nach oben geõffnete Normalparabel. Für quadratische Funktionen der Form 
x ~ ax2 gilt das nicht mehr. Ihre Graphen heiBen Parabeln. 

Beispiele: 
1 

xH2x2 und XH2"X2 

Werteta bel le: 

x ° 0,5 

X2 ° 0,25 1 
2x2 

° 0,5 2 
1 2 
2"x ° 0,125 0,5 

1,5 2 3 

2,25 4 9 
4,5 8 18 

1,125 2 4,5 

Die Parabel y = 2x2 erhalt man aus der 
Normalparabel y = X2 durch eine Strek­
kung der Ordinaten mit dem Faktor 2 
in Richtung der y-Achse, die Parabel 
y = ~ X2 durch eine Stauchung mit dem 
Faktor~. Die Punkte der x-Achse bleiben 
dabei test. 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

Es gibt somit Parabeln, die nicht kongruent si nd . Andererseits si nd jedoch alle 
Parabeln ahn lich. 

Beisp iel: 

Die Normalparabel y = x2 kann durch 
ei ne zentrische Streckung auf d ie Parabel 
y = ~ x2 abgebildet werden: Der Punkt 
p (11 1 ) besitzt bei der Streckung mit dem 
Zentrum Z (O 1 O) und dem Faktor 2 den 
Bildpunkt P' (212); dessen Koordinaten 
erfüllen die Gleichung y = ~ x2

. Durch 
die genannte Abbildung wird Q(214) auf 
Q' (418) abgebildet; dessen Koordinaten 
erfüllen ebenfalls die Gleichung y = ~ x2 

usw. 

Der Graph von x ~ - ~ x2 ist eine nach 
unten geõffnete Parabel. Man erhalt sie 
durch Spiegelung des Graphen von 
x ~ ~ x2 an der x-Achse. 
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Alle Parabeln haben die gleiche Form. Daraus folgt Bei geeigneter Wahl der Einheit 
für das Koordinatensystem ist es sogar moglich, jede Parabel mit der Schablone der 
Normalparabel zu zeichnen. 

Beispiele: 

1 
X~2X2 und X~2X2 

Bei der Normalparabel y = x2 ist für x1 = 1 auch der Funktionswert Y1 = 1. Um die Einheit 
für die anderen Parabeln zu finden, suchen wir den positiven x-Wert der Parabel, der 
gleich dem zugehõrigen y-Wert ist: Bei der Parabel Y = 2X2 ist das für 0,5 der Fali, bei der 

Para bel y = ~ x2 für 2. 

Y yl= ~p< 2 Y Iv 1= ) 2 Y v l= x2 
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Zur Kontrolle lesen wir die Wertepaare der Wertetabelle an den gezeichneten Parabeln ab. 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

Wir fassen zusammen: 

Der Graph der Funktion x H ax2; (a 9= O) heiBt Parabel. Ihr Scheitel liegt im 
Ursprung. 
Für a > O ist die Parabel nach oben, für a < O nach unten geõffnet. 
Für I a I > 1 ist die Parabel enger, für I a 1< 1 weiter als die Normalparabel. 
Alle Parabeln sind ahnlich. 

B. Die allgemeine quadratische Funktion 

Der Term ax2 + bx + e mit a 9= O ist das allgemeine quadratische Polynom in x. Man 
definiert entsprechend: 

Die Funktion x H ax2 + bx + e; x E [R heiBt allgemeine quadratische Fuhktion. 

Ihr Graph ist eine Parabel. Der Scheitel kann durch quadratische Erganzung 
bestimmt werden. 

Beispiel: 

x I--d (x) = - 2X2 + 4x + 1 = 
= - 2 [x2 - 2x] + 1 = 
= - 2 [x2 - 2x + 1 2 - 1 2] + 1 = 
= - 2 [(x - 1)2 - 1] + 1 = 

1\ 11 
\Q 

11 L\ 
' 1 

L'L E Líx - n i+ 3 

I I 
l1 lL 

1 
1 / 

= - 2 (x _1)2 + 2 + 1 = 

=-2(x-1)2+3 
~\ VL y = 1 - 1, -+ 3 

Aus dieser Form des Funktionsterms 
kann man ablesen: Der Graph von 
x H f (x) besitzt wie die Normalparabel 
y = (x _1)2 + 3 den Scheitel S (113). 
Der Faktor - 2 im Funktionsterm bewirkt 
eine Streckung mit dem Faktor 2 in Rich­
tung der y-Achse und ei ne Spiegelung 
an der Parallelen zur x-Achse durch S. 
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Durch quadratische Erganzung kann jede allgemeine quadratische Funktion 

XH ax2 + bx + e 

in die Scheitelform 

x H a (x - xs)2 + Ys 

gebracht werden . Ihr Graph ist eine Parabel mit dem Scheitel S (xsIYs). 

x 

Für a > O ist sie nach oben, für a < O nach unten geõffnet. Die Parabel ist kongruent 
zur Parabel mit der Gleichung y = ax2. 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

c. Nullstellen 

Wicht ige Punkte ei ner Parabel sind, auBer dem Scheitel, gemeinsame Punkte m it d er 
x -A chse; sie haben die y - Koord inate Null . 

Defin ition: 

x 1 heiBt Nullstelle ei ner Funktion, wenn der zugehõrige Funkt ionsw ert Y 1 = O ist. 

Nullstellen kõnnen graf isch ( im Rahmen der Zeichengenauigkeit ) oder rechnerisch 
bestimmt werden. Der g rafische Weg ist allerdings nur dann zweckmaBig, wenn die 
Parabel schon gezeichnet vorliegt. 

1. Beispiel: 

x 1-+ t (x) = - x2 + 2x + 3 

Grafische Lósung: 

t (x) = - (x2 - 2x + 1 2 - 12) + 3 = 
= - (x _ 1 )2 + 4 

Der Graph, die nach unten geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S (1 14), 
schneidet die x-Achse in zwei Punkten. 
An ihnen liest man die Nullstellen ab: 
x, = - 1; x2 = 3 

Rechnerische Lósung: 

_x2 + 2x + 3 = O 

_ -2 ±~ _ -2±4 
X' ; 2 - -2 --2 

x1 = -1; x2 = 3 

2. Beispiel: 

x 1-+ t (x) = - x2 + 2x - 1 

Grafische Lósung: 

t (x) = - (x - 1 )2 
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y = - x2 + 2x - j 

Der Graph, die nach unten geottnete Normalparabel mit dem Scheitel S (110), berührt die 
x-Achse; man erhalt eine Nullstelle. Man kann sich diese Parabel aus der des 1. Beispiels 
durch ei ne Verschiebung in der negativen y- Richtung entstanden denken. Dabei rücken 
die beiden Nullstellen einander immer naher und tallen schlieBlich zusammen. Daher 
liegt es nahe, hier von zwei zusammenfallenden Nullstellen zu sprechen: 
x, = x2 = 1 

Rechnerische Lósung: 

_x2 + 2x -1 = O 

- 2 
X';2 = -2 = 1 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

3. Beispiel: x H f (x) = - x2 + 2x - 3 

Grafische Lósung: 

f (x) = - (x _1)2 - 2 

Der Graph, die nach unten geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel 
S (11- 2), meidet die x-Achse; es gibt 
keine Nullstelle. 

Zusammenfassung: 

Die Lõsungen der 
quadratischen Gleichung 
ax2 + bx + e = O 

Besitzt die Gleichung 

1. zwei verschiedene 
Lõsungen 

2. eine Lõsung 
(zwei zusammenfallende 
Lõsungen) 

3. keine Lõsung 

AUFGABEN 

sind 

so 

Rechnerische Lósung: 

_x2+ 2x-3 = O 

Da hier die Diskriminante 
D = b2 - 4ac = 4 - 1 2 = - 8 < O ist, 
gibt es keine Nullstellen. 

die Nullstellen der 
quadratischen Funktion 
x H ax2 + bx + c. 

hat die Funktion 

zwei verschiedene Nullstellen; 
der Graph schneidet die x-Achse; 

eine Nullstelle (zwei zusammenfal­
lende Nullstellen); 
der Graph berührt die x-Achse; 

keine Nullstelle; der Graph meidet 
die x-Achse. 

1. Erstelle für das Intervall [ - 3; 3J Wertetabellen für folgende Funktionen und zeichne die 
Graphen in ein Koordinatensystem! 

a) XH~X2. 
3 ' 

b) x H 0,4x2; 

XH-~X2. 
3 ' 

XH - 0,4x2; xH-2,5x2 

2. Bestimme zu jeder Parabel die positive x- Koordinate, die gleich der zugehõrigen y­
Koordinate ist. Zeichne nach Wahl der geeigneten Einheit für das Koordinatensystem die 
Parabel mit der Schablone für die Normalparabel! 

d) y = 5x2 

3. Zeichne die Parabel y = ~ x2. Bestimme den $cheitel des Graphen der folgenden quad­
ratischen Funktionen. Zeichne den Graphen mithilfe der Parabel y = ~X2! 

a) XH~X2_3 b) XH~X2_4x+8 e) XH~X2_2x 

d) XH~X2+3x+~ e) XH-~X2+4x-9 f) XH-~X2+2x+2 

4. Bestimme die Gleichungen der quadratischen Funktionen, die ei nen zur Parabel y = ~ x2 

kongruenten Graphen mit dem Scheitel S besitzen! 

a) $(310) b) S(31-2) e) S(-1,512,5) d) S(-2,51-1,5) 
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§ 13 Die allgemei ne quadratische Funktion 

5. Bestimme den Scheitel und zeichne die Parabel! Ermittle die Nullstellen grafisch und 
rechnerisch! 

a) x ~ - x2 + 3x + 4 b) x ~ - x2 + 3x - 2,25 e) x ~ - x2 + 3x - 4 

d) x ~ - x2 - 2x + 4 e) x ~ - x2 + X + 1 f ) x ~ - x2 - 5x - 4 

g) x ~ - x2 - X - ~ h) x ~ - x2 + X + % i) x ~ - x2 - X + % 
6. Bestimme den Scheitel, erstelle eine Wertetabelle und zeichne die Parabel! Ermittle die 

Nullstellen graf isch und rechnerisch! 

a) x ~ 2X2 - 4x - 2 b) x ~ - 2X2 - 8x - 3,5 e) x~-2x2 + 12x - 18 

d) X~~X2_X e) X~ _~ X2 _ X f) x ~ - ~ x2 + X - 1 

g) x ~ ~ x2 + X - ~ h) x ~ - ~ x2 + X - 2 i) x ~ - ~ x2 + 2x - ~ 

7. Bestimme die Gleichung y = ax2 + bx + e der Parabel, die den Scheitel S besitzt und 
durch den Punkt P verlauft! (Hinweis: Gehe von der Scheitelform aus.) 

a) S(OIO), P(2 18) b) S(O I1), P(213) e) S(0 12), P(3 1-1) 

d) S (1 10), p (318 ) e) S ( - 21 O), p (1 1 - 3) f) S (211 ), p ( 415) 

g) S(-211) , P( - 4 13) h) S(-11-2), P( - 3 1-4) i) S(-213), P(1 10) 

8. Die Kettenlinie 
Eine zwischen den beiden Punkten A ( - 511"0) und B (5110) frei herabhangende Kette 
beschreibt eine Kurve, die man Kettenlinie nennt. Diese verlauft au~erdem durch die 
Punkte mit folgenden Koordinaten: 

x O 2 3 4 

y O 0,25 1,1 2,7 5,4 

a) Zeichne die Kettenlinie zwischen A und B! 

b) Untersuche, ob die Kettenlinie eine Parabel ist: Stelle dazu die Gleichung der Parabel 
durch A, B und den Ursprung O auf. Berechne zu den x-Werten der Tabelle die y­
Werte der Parabel. Zeichne diese in das Koordinatensystem von a) ein! 

9. Bogenbrücken 
a) Die Spannweite des parabelfórmigen 

Brückentragers A) betragt I = 100 m, 
seine Hóhe h = 25 m. Wahle ein ge­
eignetes Koordinatensystem und be­
stimme die Gleichung der Parabel! 
Die Streben zwischen dem Bogen 
und der Fahrbahn haben ei nen Ab­
stand von 10 m. Berechne ihre Lan­
gen! 

b) Bearbeite die Aufgaben von a) für 
den parabelfórmigen Brückentrager 
B), der die Spannweite 1= 80 m und 
die Hóhe h = 20 m besitzt. 

A) 

B) 

II II .. 

69 



§ 13 Die allgemeine quadratisehe Funktion 

10. Luftwiderstand 

Der Luftwiderstand y Newton eines Autos hangt von seiner Form, seiner angestrõmten 
Ouersehnittsflaehe und dem Ouadrat der Gesehwindigkeit x km/h ab: y = ax2 

(a: Parameter für Form und OuersehnittsWiche) 

a) Eine mit dem "Audi 1 00" in der Grõ~e vergleiehbare Limousine der 70er Jahre besitzt 
bei 50 km/h den Luftwiderstand 115 N. Bestimme a! 

b) Der "Audi 1 00" war der Vorreiter zur deutliehen Verringerung des Luftwiderstandes 
der Serienautos. Bei 100 km/h hat er den Luftwiderstand 280 N. Bestimme a! 

e) Lege eine Wertetabelle an und zeiehne die Parabeln für beide Fahrzeuge in ein 
Koordinatensystem! (x ~ 140) 

d) Wie verhalten sieh die Gesehwindigkeiten der beiden Fahrzeuge, wenn sie den 
gleiehen Luftwiderstand besitzen? 

11. Kraftstoffverbrauch 

Der bewegungshemmende Widerstand eines Autos setzt si eh aus dem Luftwiderstand 
und dem dureh Reibung hervorgerufenen Rollwiderstand zusammen. Der Luftwiderstand 
ist proportional zum Ouadrat der Gesehwindigkeit x km/h, der Rollwiderstand ist 
naherungsweise unabhangig von der Geschwindigkeit. Deshalb setzen wir naherungs­
weise für den Kraftstoffverbraueh y Liter für 100 km an: y = ax2 + e 

a) Ein "VW Golf D" hat folgende Verbrauehswerte: (30 km/h 13,0 I) und 
(120 km/h 17,7 I). Bestimme a und e! 

b) Ein "Audi 1 00" hat folgende Werte: (30 km/h 14,6 I) und (140 km/h 19,0 I). Bestimme 
a und e! 

e) Zeiehne zu beiden Fahrzeugen die Parabeln in ein Koordinatensystem! Welehe 
Parabel verlauft tlaeher? Warum? 

d) Wie viel Prozent Kraftstotf kann man bei jedem Fahrzeug sparen, wenn man auf der 
Autobahn anstatt mit 130 km/h mit 100 km/h fahrt? 
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§ 14 Extremwertaufgaben 

Die Sage von der Gründung K~:lrthagos im 9. Jh. v. Chr. 

Die syrische Kónigstochter Dido floh vor ihrem Bruder, der ihren Gatten ermordet 
hatte, nach Nordafrika. Dort versprach ein Kónig, ihr so viel Land zu schenken, wie 
sie mit einer Ochsenhaut umspannen kónne. Dido zerschnitt die Haut in einen 
schmalen, langen Riemen und umspannte damit ein Gebiet, auf dem sie eine Burg 
errichten lieB. Aus dieser entwickelte sich Karthago. 
In welcher Form musste Dido den Riemen aufspannen, damit er eine móglichst 
gro/Je Flache umfasste? 

A. GrõBtmõgliche Rechtecksflãche 

Um Rohstoffe zu sparen, ist man daran interessiert, dass bei der Herstellung eines 
Produkts mõglichst wenig Abfall entsteht, bzw. eine vorhandene Materialmenge 
mõglichst gut ausgenutzt wird. Bei solchen Problemen muss man einen kleinsten 
bzw. einen grõBten Wert, d. h. einen Extremwert, bestimmen. 

Beispiel: Nehmen wir an, Dido gelang es, einen Riemen der Uinge 800 m herzustel­
len. Nehmen wir ferner an, dass sie zum Anlegen einer Burg ein Rechteck am 
geeignetsten hielt. Wie musste sie den Riemen aufspannen, damit sich das 
Rechteck mit der grõBten Flache ergab? 

Lósung: x Meter sei die Uinge des Rechtecks, 
y Meter die Breite und 
A Ouadratmeter der Flacheninhalt. 

Im Term für den Flacheninhalt 
A=xy 
treten die beiden Variablen x und y auf. 

A y 

x 
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§ 14 Extremwertaufgaben 

Da der Umfang des Rechtecks 800 m sein soll, kõnnen wir entweder x oder 
y eliminieren: 

2x + 2y = 800 

Also: 

2y = 800 - 2x 
y = 400-x 

A = xy = x (400 - x) = - x2 + 400x 

Die kleinste Rechteckslange ist O, die grõBte der halbe Umfang 400 m, die 
Definitionsmenge D der Flachenfunktion x ~ A folglich D = [O; 400] . 
Sowohl für x = O als auch für x = 400 erhalt man A = O. 

Der Graph der Flachenfunktion x ~ A 
ist eine nach unten geõffnete Parabel. 

Den grõBten Wert für A liefert der 
Parabelscheitel. Um seine Koordina­
ten zu bestimmen, erganzen wir qua­
dratisch: 

A = - x2 + 400x = 
= - (x2 - 400x + 2002 - 2002) = 
= - (x - 200)2 + 40000 

Scheitel S (200140000) 

A 

A, In , n 

,., n,.n 
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V \ 
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\ 
\ 

1)0 200 3 DO 4 DO 

Antwort: Das grõBtmõgliche Rechteck, das mit dem Riemen aufgespannt werden 
kann, ist 200 m lang und 200 m breit. Seine Flache betragt 40000 m2. 

Das grõBtmõgliche Rechteck ist ein Ouadrat. Würden wir mit einem anderen Wert 
für den Umfang die Aufgabe bearbeiten, so müssten wir beim Auflõsen nach y den 
Umfang halbieren und beim quadratischen Erganzen noch einmal. Der Scheitel 
ergibt sich also stets, wenn x ein Viertel des Umfangs ist: 

Von allen Rechtecken mit gleichem Umfang hat das Ouadrat den grõBten 
Flacheninhalt. 

B. Der Strahlensatz als Lõsungshilfe 

Beispiel: Aus einer trapezfõrmigen Marmor­
platte soll, wie rechts dargestellt, das 
Rechteck mit dem grõBten Flachenin­
halt herausgesagt werden. Wie sind 
die Abmessungen zu wahlen? 
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Lósung: x em sei die Uinge des Reehteeks, 
yem die Breite und 
A em2 der Flaeheninhalt. 

A = xy 

Der Strahlensatz liefert uns eine Glei ­
. ehung zum Eliminieren von y: 

Verhaltnis ihrer 

§ 14 Extremwertaufgaben 
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Parallelstreeken Entfernungen vom Kreuzungspunkt" 
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= 60 (1 00 - x) = i (1 00 _ ) 
Y 75 5 x 

Also: 

4 A = xy = x . - (1 00 - x) = 
5 

4 
= 5" (- x2 + 100x) = 

= - i (x2 -1 OOx + 502 - 502) = 
5 

= - i (x - 50)2 + i . 2500 = 
5 5 

= - i (x - 50)2 + 2000 
5 . 

Seheitel S (5012000) 

lA 

b{'\, ,,{'\ ? 
I' i\. 

...h l l{'\ I \ 
, \ 

~ {'\ I{'\ " \ 

/ [\ 
.... JV I \ 

O 5 fO 5 nO x 

Aus der Abbildung der Marmorplatte entnehmen wir, dass die kleinste Lange 
des Reehteeks 25 em und die gró~te 100 em ist. Die Flaehenfunktion x H A 
besitzt somit die Definitionsmenge D = [25; 1 OOJ. 

Diese enthalt die x-Koordinate des Seheitels der naeh unten geóffneten 
Parabel. Der Seheitel liefert also die grõ~te Reehteeksflaehe: 

x = 50; 
4 

Y = 5" (100 - 50) = 40; A = 2000 

Antwort: Die gró~te reehteekige Platte, die aus der Marmorplatte herausgesehnitten 
werden kann, ist 50 em lang und 40 em breit. Ihr Flaeheninhalt betragt 
2000 em2. 
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§ 14 Extremwertaufgaben 

AUFGABEN 

1. Weideflachen 

Eine reehteekige Weideflaehe soll angelegt 
werden. 

a) Sie wird von zwei Mauern und einem 30 m 
langen Zaun begrenzt (Figur a). 

b) Sie wird von einer Mauer und einem 30 m 
langen Zaun begrenzt (Figur b). 

e) Sie wird von zwei Mauern und einem 30 m 
langen Zaun begrenzt (Figur e). 

VVie muss man den Zaun anbringen, damit sieh 
jeweils das Reehteek mit dem grbBten Flaehen­
inhalt ergibt? 

2. Einbeschreibaufgaben 

a) Ein Ouadrat ABCD hat die Seitenlange 
10 em. Tragt man von jedem Eekpunkt auf 
der folgenden Seite x em ab, so erhalt man 
die vier Punkte P, O, R und S. Für welehen 
x-Wert hat das Ouadrat PORS den kleinsten 
Flaeheninhalt? Wie groB ist dieser? 

b) Ein Reehteek ABCD ist 8 em lang und 4 em 
breit. Tragt man von den Eekpunkten A und 
C auf den beiden anliegenden Seiten jeweils 
x em ab, erhalt man die vier Punkte P, O, R 
und S. Für welehen x-Wert hat das Paralle­
logramm PORS den grbBten Flaeheninhalt. 
Wie groB ist dieser? 

e) Ein Ouadrat ABCD hat die Seitenlange 
4 em. Tragt man von der Eeke C auf beiden 
anliegenden Seiten jeweils x em ab, so er­
halt man die Punkte P und O. Für welehen 
x-Wert hat das Dreieek APO den grbBten 
Flaeheninhalt? Wie groB ist dieser? 

3. Marmorplatte 

Aus einer dreieekfõrmigen Marmorplatte soll, 
wie reehts dargestellt, eine reehteekige der Lan­
ge x em herausgesagt werden. 

a) Bestimme den Term, der den Flaeheninhalt 
A em2 in Abhangigkeit von x besehreibt! 

b) Gib die Definitionsmenge D der Flaehen­
funktion x ~ A an! Ermittle die Seheitelko-
ordinaten der zugehbrigen Parabel! 

e) Zeiehne den Graphen der Flaehenfunktion x ~ A! 

a) p ::: 
I I 
I I 
I I 

I I II 
I I 11 

b)';hc)~ 

~ II~ 
I I I I 
I I I I 
! I II 

R x e 

l 
10cm 

l 

----- 8cm --..... -

------80cm~ 

d) Wie muss man Lange und Breite wahlen, damit man die reehteekige Platte mit dem 
grõBten Flaeheninhalt bekommt? Wie viel Prozent der ursprüngliehen Flaehe entfallen 
auf die grbBte Reehteeksflaehe? 
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4. Stark beschadigte Tischplatte 

Aus dem trapezfõrmigen, unbeschadig­
ten Teil einer wertvollen Tischplatte soll 
ei ne rechteckige herausgesagt werden. 

a) Entnimm der Abbildung die Defini-
tionsmenge der Flachenfunktion 
x~A! 

b) Bestimme den Term, der den Flachen­
inhalt A cm 2 des Rechtecks in Abhán-
gigkeit von x beschreibt! 

§ 14 Extremwertaufgaben 

I 
80cm 

l A 

x 

--------120cm------~ 

e) Ermittle die Scheitelkoordinaten der Parabel! Zeichne den Graphen der Flachenfunk­
tion x~A! 

d) Wie muss man Lange und Breite wahlen, damit das Rechteck den grõ[l,ten Flachenin­
halt bekommt? Wie gro[l, ist dieser? 

5. Beschadigte Tischplatte 

Aus dem unbeschadigten Teil einer wert­
vollen Tischplatte soll ei ne rechteckige 
herausgesagt werden. 

a) Bearbeite die Aufgaben 4a) bis d) für 
die rechts dargestellte Tischplatte! 

b) Wie viele Ouadratzentimeter der 
Tischplatte verschenkt man, wenn 
man anstatt des Rechtecks mit dem 
grõ[l,ten Flacheninhalt durch nur ei­
nen Schnitt bei x = 90 das linke 
Rechteck absagt? 

1 
80cm 

J 

30cm -----"----i • 
i---------~ ,20cm 

, , 
A 

x 

--------120 cm-------
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§ 15 Quadratische U ngleichungen 

Ein akustisches Wettrennen 

Die kleine Glocke einer Turmuhr schlagt mit hohem Ton jede Viertelstunde, erst 
einmal, dann zweimal, dreimal und zur vollen Stunde viermal. Die gro8e Glocke mit 
dem tiefen Ton zahlt die vollen Stunden, von der ersten bis zur zwolften. Jeweils um 
Mitternacht beginnt ein Wettlauf zwischen beiden: Zunachst bleibt die gro8e mit 
ihren wenigen Schlagen aussichtslos zurück, doch im Laufe des Tages werden ihre 
Schlage immer zahlreicher. 
a) Wie viele Schlage macht jede der beiden Glocken bis einschlie81ich zur n-ten 

Stunde 1 des Tages? 
b) Kann die gro8e Glocke mit der Anzahl ihrer Schlage die kleine überholen? 

A. Erstes Lõsungsverfahren (anschaulich) 

Die Lõsungen der quadratischen Gleichung ax2 + bx + c = O sind die Nullstellen 
der Funktion x f--)- ax2 + bx + c. Die Nullstellen der Funktion sind jen e Punkte ihres 
Graphen, die auf der x-Achse liegen. Damit stellen sich aber auch folgende Fragen: 

Welche Punkte des Graphen liegen 
- oberhalb der x-Achse, welche liegen 
- unterhalb der x-Achse? 

Oberhalb der x-Achse liegen die Punkte des Graphen, deren Funktionswerte positiv 
sind. Um diese Punkte zu bestimmen, muss man .die quadratische Ungleichung 

ax2 + bx + c > O 
lõsen. 

1. _ n (n + 1) 
Beachte. 1 +2+3+ ... +n ---2-
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§ 15 Quadratische Ungleichungen 

Beispiel: x2 
- 2x - 3> O 

Der Graph der Funktion x ~ x2 
- 2x - 3 ist eine nach oben geóffnete 

Normalparabel. Um die Punkte zu finden, die oberhalb der x-Achse liegen, 
genügt es, die Lage der Nullstellen zu ermitteln. Nach dem Satz von Vieta 
sind diese x1 = - 1 und x2 = 3. 

Die quadratische Ungleichung 

x2 
- 2x - 3 > O 

besitzt also die Lósungsmenge 

L=J-oo; - 1 [uJ 3; +00[. 

Die Zeichnung liefert auch die 
Lósu ngsmengen 
der Ungleichungen 

x2 
- 2x - 3 < O, 

namlich 

L=J-1;3[ 
und 

x2 
- 2x - 3 ~ O, 

namlich 

L = [-1; 3]. 
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B. Zweites Lõsungsverfahren (formal) 

Eine formale Lósung der Ungleichung ax2 + bx + e > O ist móglich, wenn es 
gelingt, den Term ax2 + bx + e in Faktoren zu zerlegen. 

Beispiel: x2 
- 2x - 3> O 

Nach dem Satz von Vieta sind die Nullstellen des Terms x1 = -1 und x2 = 3. 
Nach dem Zerlegungssatz folgt: 

(x + 1) (x - 3) > O 

Das Produkt (x + 1) (x - 3) ist genau dann positiv, wenn 

1. beide Faktoren positiv oder 

x + 1 > O und x - 3 > O 
x> -1 und x> 3 

x>3 

2. beide Faktoren negativ sind: 

x + 1 < O und x - 3 < O 
x < -1 und x < 3 

x <-1 

Jene Zahlen, die x> 3 oder x < - 1 erfüllen, gehóren also zur Ló-
sun-gsmenge: L = J - 00; -1 [ u J 3; + 00 [. 

Besitzt die Gleichung ax2 + bx + e = O keine reellen Lósungen, so lasst sich der Term 
ax2 + bx + e der Ungleichung ax2 + bx + e > O nicht in Faktoren zerlegen. Die durch 
y = ax2 + bx + e gegebene Parabel liegt entweder 

- vollstandig oberhalb der x-Achse; dann erfüllen alle reellen Zahlen die Unglei­
chung ax2 + x + e > O; oder 
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§ 15 Ouadratische Ungleichungen 

- vollstandig unterhalb der x-Achse; dann erfüllt keine reelle Zahl die Ungleichung 
ax2 + bx + c > o. 

Welcher dieser beiden Falle vorliegt, hangt davon ab, ob a > O oder a < O ist. 

AUFGABEN 

Nr.1 und 2: Bestimme die Lõsungsmenge mit dem anschaulichen und mit dem tormalen 
Lõsungsvertahren! 

1. a) x2 
- 6x + 8 > O 

d) 1 + 4x - x2 < O 

2. a) x2 
- 2x + 2 > O 

d) -1 < x2 - 6x + 7 < 2 

b) x2 + 2x < 3 c) x2 + 1 ,5x + 2,25 ~ O 
e) x2 < 3x t) x2 - 1 > 2 - 1,3x 

b) x2 - 3x + 6 ~ O c) x2 > 4x - 4 

e) - 2 ~ 2X2 - 8x + 4 ~ 4 t) 1 ~ 8x - 7 - 2X2 < 4 

3. Bestimme die Lõsungsmengen tolgender Ungleichungen mit dem tormalen Lõsungsver­
tahren! 
a) 2X2 - x -10 < O 

d) 24x2 - 35x + 20 > - 40 

b) 11 x - 8 > 4x2 c) 20x2 + 49x + 9 > O 

e) 9x2 + 24x + 16 > O t) 25x2 + 256 ~ 160x 

4. Folgende Ungleichungen kann man lõsen, indem man mit dem Ouadrat des jeweiligen 
Nenners multipliziert. Bestimme die Lõsungsmenge! 

a) x-l > O 
x+4 

d) 5x + 2 ~ 1 
2x-3 -

b) x - 9 ~ O 
2-x -

e)4x-3>4 
x-3 

5. Bestimme die Lõsungsmenge! 

a) Ix2 - 2x - 21 ~ O 

d) 2 < x + 1 < 3 
x-l 

b) I x2 - 2x - 151 > 1 

e) 1~1>2 x-2 

c) 2x+ll <O 
5x+2 

t) x> 2 - ~ 
x 

c) ---1 <-
I 
x + 2 I 1 

x 10 

t) 13x - 11 > 12 - x I 

6. Bestimme die Anzahl der Lõsungen in Abhangigkeitvom Parameter t! 

a) x2 + 2tx - 3t = O b) x2 + tx + t + 1 ,25 = O c) x2 - 2tx - 4 t - 3 = O 

7. Hangebrücke 

Die Tragseile von Hangebrücken be­
schreiben Kettenlinien oder Parabelbõ­
gen. Liegt bei einem parabeltõrmigen 
Bogen der Scheitel im Ursprung des Ko­
ordinatensystems, so lautet seine Glei­
chung y = ax2. 
Die Spannweite der Brücke sei I, die 
grõBtmõgliche Hõhe der pteiler h. Stelle 
die Ungleichung tür a aut! 

\ 
\ 

\ , , , 

• 

y 

.. x 

8. Ein Bauer mõchte mit einem 200 m langen Elektrozaun eine rechteckige Weide abgren­
zen, qeren Flache mindestens 2400 m2 betragen soll. Bestimme den Mindest- und den 
Hõchstwert tür die Lange des abzusteckenden Rechtecks! 
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§ 16 Die Wurzelfunl<tion 

Sehweite bei ruhiger See 

Wegen der Krümmung der Erdoberflache ist der Ausblick auts offene Meer begrenzt. 
8etindet sich die Augenhohe des 8eobachters 2 m über dem Wasserspiegel, so kann 
ein unmittelbar aut der Wasseroberflache schwimmender Gegenstand noch wahrge­
nommen werden, wenn er hochstens 5 km entternt ist. Die Sehweite s wachst mit 
der Augenhohe h, und es gilt: s ist proportional zu Vf1. 
a) Wie weit kann man von einem Deich (8 m), von einer Düne(18 m), von einem 

Leuchtturm (32 m) und von einem Rettungshubschrauber (50 m) auts offene 
Meer hinausschauen? 

b) Stelle die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen! 

A. Umkehrbare Funktionen 

Die Ouadratfunktion x 1---+ x2; X E!R kann man durch die "x2 -Maschine" veranschauli­
chen. Die eingegebene Zahl x wird mit sich selbst multipliziert, das Ergebnis y 
ausgegeben. 
Bei einer linearen Funktion kann man umgekehrt die Zahl x eindeutig bestimmen, 
wenn der Funktionsterm und die ausgegebene Zahl y bekannt sind. Bei der 
Ouadratfunktion ist das nicht mõglich. 

Beispiele: x 1---+ 2x + 5; x E IR 

11 25 
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§ 16 Die Wurzelfunktion 

Ist y = 11, so folgt aus 2x + 5 = 11, dass 
3 eingegeben wurde. 

Ist y = 25, so wurde entweder 5 oder - 5 
eingegeben. 

Um aus der ausgegebenen Zahl y auf die eingegebene Zahl x zu schliel!,en, kann man sich 
vorstellen, dass die Funktionsmaschine rückwarts lauft. Die "x2 -Maschine" ist dann keine 
Funktionsmaschine mehr. Zum Beispiel müsste sie zur eingegebenen Zahl 25 die beiden 
Zahlen 5 und -5 ausgeben. 

Es gibt somit Funktionen, bei denen 
auch die umgekehrte Zuordnung ein­
deutig ist. Diese Funktionen nennt 
man umkehrbar; die umgekehrte Zu­
ordnung hei~t dann Umkehrfunktion. 

Es gibt aber auch Funktionen, bei de­
nen die umgekehrte Zuordnung nicht 
eindeutig ist. Diese Funktionen nennt 
man nicht umkehrbar. 

B. Die Wurzelfunktion 

Die Ouadratfunktion x Ho x2
; X E !R ist nicht umkehrbar. Man 

erhalt jedoch eine umkehrbare Funktion, wenn man ihre 
Definitionsmenge einschrankt, indem man negative x-Werte 
ausschlie~t. . 

Die Funktion x Ho x2 mit x E !Rci ist umkehrbar. 

Sie ordnet jeder nichtnegativen Zahl ihr Ouadrat zu. Die 
umgekehrte Zuordnung ordnet jeder nichtnegativen Zahl 
ihre Wurzel zu. Die nebenstehende Tabelle illustriert diesen 
Zusammenhang. 
Die Umkehrfunktion der eingeschrankten Ouadratfunktion 
lautet also: 

X Ho vx mit x E !R6 . 

Sie hei~t Wurzelfunktion. 

Ouadratfunktion 

x Ho x2 

O O 
0,5 0,25 
1 1 
1,5 2,25 
2 4 
2,5 6,25 
3 9 

vx +---l X 

Wu rzelfu nktion 

Dass die Wurzelfunktion die Umkehrfunktion der Ouadratfunktion ist, wurde bereits 
in § 2 mit der Aussage "Das Radizieren ist die Umkehrung des Ouadrierens" 
angedeutet. Bei der vollstandigen Beschreibung einer Funktion darf die Angabe der 
Definitionsmenge nicht fehlen: 

Funktion: x Ho x2 

+ D1 = !Ro 
+ W 1 = !Ro 

Umkehrfunktion: x Ho vx 
D; = !Rci 
W; =!R6 

Der Graph der Ouadratfunktion x Ho x2 mit x E!R verdeutlicht noch einmal, wa­
rum sie nicht umkehrbar ist: Es gibt Parallelen zur x-Achse, welche die Pa-
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§ 16 Die Wurzelfunktion 

rabel in zwei Punkten schneiden. Die 
umgekehrte Zuordnung von x ~ x2 

ordnet jeder positiven Zahl also zwei 
Zahlen zu und ist damit nicht eindeu­
tig. 
Beschrankt man sich dagegen auf den 
Parabelast im I. Ouadranten, so hat je­
de Parallele zur x -Achse mit diesem 
hóchstens einen Schnittpunkt. Dann 
ist die umgekehrte Zuordnung von 
x ~ x2 eindeutig. 
Zeichnen wir den Graphen der Wurzel ­
funktion in das Koordinatensystem ein, 
erkennen wir eine Besonderheit in sei ­
ner Lage: 
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Die Wurzelfunktion x ~ vx mit x E IRci ist die Umkehrfunktion der Ouadratfunk­
tion X~X2 mit x ElRci . 
Man erhalt den Graphen der Wurzelfunktion, indem man den Graphen der 
Ouadratfunktion an der Winkelhalbierenden des I. Ouadranten spiegelt. 

Schrankt man die Definitionsmenge der Ouadratfunktion 
auf die Menge der negativen Zahlen D2 = IR- ein, so 
entsteht auch ei ne umkehrbare Funktion. 

Sie ordnet jeder negativen Zahl ihr Ouadrat zu. Die umge­
kehrte Zuordnung ordnet jeder positiven Zahl die Gegenzahl 
ihrer Wurzel zu. 

Funktion: x ~ x2 

D2 = IR ­
W2 = IR+ 

Umkehrfunktion: x ~ - vx 
D; = IR + 
W; = IR -

c. Die Betragsfunktion 

Der Term tJX2 ist für alle x E IR definiert. Die Funktion 

x~p; XE IR 

Ouadratfunktion 

x ~ x2 

(O O) 
- 0,5 0,25 
-1 1 
- 1,5 2,25 
- 2 4 
- 2,5 6,25 
- 3 9 

-Vx +-l X 

Wurzelfunktion 

entsteht durch Verknüpfung der Ouadratfunktion mit der Wurzelfunktion: 
Zuerst wird x quadriert, anschlieBend x2 wieder radiziert. 
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§ 16 Die Wurzelfunktion 

Wertetabelle: 

x -3 -2 -1 O 2 3 

x2 9 4 O 4 9 

lR 3 2 O 2 3 

Aus der Wertetabelle entnehmen wir: 
Die Zahlen der dritten Zeile sind die 
Betrage der Zahlen der ersten Zeile. 

" '\. 

-

y - l;; ~ II 

li' 
,J V 

'\. ,., / 
r'\. 1- V 

1"'- / 
"\ / 

1\ / 
_ I) - x 

Das ist verstandlich, da g =Ixl ist. 
Die Zuordnungen x 1--+ tJX2 und x 1--+ I x I beschreiben also tür x E ~ die gleiche 
Funkt ion, namiich die Betragsfunktion. 

AUFGABEN 

1. Sind die folgenden Funktionen mit x E ~ jeweils umkehrbar? Zeichne ihren Graphen im 
Intervall [-3; 3]. Gib, falls eine Umkehrfunktion existiert, deren Funktionsterm an. 
Zeichne den Graphen der Umkehrfunktion ins ursprüngliche Koordinatensystem! 

1 
a) xl--+2x b) Xl-+-X e) XH-"2X d) xl-+x+1 

e) x H 2x + 1 f) x H O . X g) X H O . X + 2 h) X H x2 
- 4 

2. Zeichne die Graphen der Funktionen x 1-+ x und x H vx in ein Koordinatensystem. Lõse 
damit grafisch die Gleichung bzw. die Ungleichungen: 

a) x=Vx b) x<Vx e) Vx<x 
3. Gib für folgende Funktionen jeweils die grõBtmõgliche Definitionsmenge und die 

zugehõrige Wertemenge an. Zeichne die Graphen! 

a) XHVx +2 b) XHVx -2 e) XH~ 

d) XHvx+2 e) XI-+~ -2 f) xHvx+2+1 

4. a) Zeichne die Graphen der Funktionen x 1--+ Vx + x und x H vx + VX in ein Koordina­
tensystem! 

b) Für welche reellen Zahlen x gilt: Vx + x = VX + Vx? 
5. Zeichne die Graphen folgender Funktionen mit x E ~ im Intervall [-3; 3]. Gib jeweils die 

Wertemenge an! 

a) xl-+lxl-2 

d) xl-+lx+21 e) xl-+lx+11-2 
e) xl-+lx-11 
f) x 1-+ 1 x - 21 + 1 

6. a) Zeichne die Graphen der Funktionen x 1-+ Vx2 
- 4x + 4; x E IR und x H 1 x - 21; x E IR 

im Intervall [-1; 5] in ein Koordinatensystem! 

b) Für welche x E IR gilt: Vx2 
- 4x + 4 = Ix - 21? 

7. Gib für folgende Funktionen jeweils die grõBtmõgliche Definitionsmenge und die 
zugehõrige Wertemenge an. Zeichne die Graphen! 

a)xH-VX b) XH 0 e) XHVfXT 

d) x H VTXT+1 e) x H VfXT="1 f) x 1-+ VTXT=2 + 1 
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§ 16 Die Wurzelfunktion 

8. a) Warum ist die Betragsfunktion x ~ 1 x 1 mit x E IR nieht umkehrbar? 

b) In welehe Teilmengen D, und D2 kann man IR zerlegen, damit die Funktionen x ~ Ixl; 
x E D, und x ~ 1 x I; x E D2 umkehrbar sind? 

e) Bestimme tür deren Umkehrfunktionen jeweils den Funktionsterm, die Definitions­
menge und die Wertemenge! 

d) Zeiehne die Graphen der Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen! 

9. Tsunamis 
Tsunamis sind dureh Seebeben ausgelõste Flutwellen im Pazifik. Die Gesehwindigkeit v 
(in m/s) eines Tsunami ist in Küstennahe von der Wassertiefe h (in m) abhangig, und es 

gilt': v'" yt1. 
a) Vervollstandige folgende Wertetabelle und stelle die Formel für v auf! 

h in m I O 
. m 

Vln­
s 

3 

2,5 4 6,5 

b) Zeiehne den Graphen der Funktion h ~ v! 

9 12,5 16 

e) Mit abnehmender Gesehwindigkeit nimmt die Hõhe der Flutwelle zu. Wie verhalten 
sieh Gesehwindigkeit und Hõhe der Flutwelle, wenn sieh ein Tsunami der Küste 
nahert? 

10. Wasserwellen 
Den Abstand eines Wellenbergs bis zum naehsten nennt man Wellenlange. Die Ge­
sehwindigkeit v (in m/s) der Wasserwellen hangt von der Wellenlange x (in m), aber 
nieht von der Wellenhõhe ab': 

v = 1,25Vx 

Diese Formel gilt nur bei genügend groBer Wassertiefe. Ist die Wellenlange grõr.,er als die 
seehsfaehe Wassertiefe h (in m), so wird die Gesehwindigkeit v unabhangig von x: 

v = 1,25V6h 

a) Bereehne die Gesehwindigkeit von Wasserwellen der Wellenlange 5 m, 25 m, 100 m, 
400 m in einem Ozean der Tiefe 4000 m! 

b) Bereehne die grõBtmõgliehe Gesehwindigkeit von Wellen in diesem Ozeanbereieh! 
Wie lang würde eine Welle mit dieser Gesehwindigkeit zum Umlaufen der Erde 
benõtigen? (Erdumfang: 40000 km) 

e) In einem Bereieh der Ostsee betragt die Tiefe 50 m. Zeiehne den Graphen der 
Funktion Wellenlange ~ Wellengesehwindigkeit für O ~ x ~ 500! 
(x-Aehse: 1 em ~ 50 m; v-Aehse: 1 em ~ 20 m/s) 

11. Das Fadenpende/ 
Die Sehwingungsdauer, die Zeit für eine H in- und Herbewe­
gung eines Pendels, hangt von seiner Lange, aber nieht von der 
Masse des Pendelkõrpers ab. Für versehieden lange Pendel 
wurde die Lange x Meter und die Sehwingungsdauer y Sekun­
den gemessen: 

x in m 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

y in s 2,0 2,8 3,5 4,0 

, Die Variablen vertreten nur die MaBzahlen. 

I 
I 

I 

I 

I 
I 

I 
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§ 16 Die Wurzelfunktion 

a) Gib die Formel für die Schwingungsdauer an! 

b) Berechne die fehlenden Werte der Tabelle! 

e) Zeichne den Graphen der Funktion x ~ y! Wie lang ist ein Pendel mit der Schwin­
gungsdauer 1,0 s? 

Ergãnzungen und Ausblicke 

Die Sehweite aut das offene Meer 

Wir betrachten die Erde als Kugel mit dem Radius r. 
Der Beobachtungspunkt B liegt in der Hõhe h über 
der Erdoberflãche. Dann kann man von B aus gerade 
noch den Punkt P erblicken; weiter entfernte Punkte 
liegen unter dem Horizont. BP ist eine Tangente an 
die Erdkugel, 11 M PB somit ein rechtwinkliges 
Dreieck. In diesem gilt: 

r2 + S2 = (r + h)2 
r2 + S2 = r2 + 2 rh + h2 

S2 = 2rh + h2 

S2 = h (2 r + h) 

B 

2r ist der Durchmesser der Erde; er betragt 2 . 6370 km. Im Term h (2r + h) kann der 
2. Summand h, der hõchstens etwa 100 m betragt, gegenüber dem 1. Summanden 2r 
vernachlassigt werden: 

S2 = h (2 r + h) ~ 2 r h 

s ~ v2rh 
Die Sehweite s ist somit proportional zu lfh. 
Für h = 2 m erhalt man: 

s = v2rh = V2 . 6370 km . 0,002 km = 5,05 km ~ 5 km 
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§ 17 Wurzelgleichungen 

Hóhe des Kieler Leuchtturms 

In der Seemannssprache hei/3t der Horizont, den man auf dem Meer wahrnimmt, die 
Kimm. Taucht ein Leuchtfeuer gerade am Horizont auf, so sagt man, es befindet sich 
in der Kimm. Ist h die Augenhóhe des 8eobachters und H die Feuerhóhe über dem 
Meeresspiegel, so gilt für die Entfernung s des Leuchtfeuers: 

(Erdradius r = 6370 km) 

a) 8egründe diese Formel! (Hin~eis: Verwende die Erganzungen zu § 161) 

b) Ein Seefahrer mit der Augenhóhe 3,5 m sieht das 26 km entfernte Feuer des 
Kieler Leuchtturms in der Kimm. In welcher Hóhe befindet sich das Feuer über 
der WasseroberfJache? 

A. Lõsungsverfahren für Gleichungen mit einer Wurzel 

Eine Gleichung heir.,t Wurzelgleichung, wenn die Lósungsvariable unter dem 
Wurzelzeichen auftritt. 

Wurzelgleichungen lassen sich grafisch 
und rechnerisch Ibsen. 

Beispiel: x - 2 = vx ist ei ne Wurzel­
gleichung mit der Defini­
tionsmenge D = ~6. 

Grafische Die Lbsung der Gleichung 
Lósung ist die x-Koordinate des 

Punktes, in dem der Graph 
der Wurzelfunktion x H vx 
die Gerade y = x - 2 
schneidet. 

Also: L = {4} 
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§ 17 Wurzelgleichungen 

Rechnerische 
Lósung 

x-2=Vx 
(x - 2)2 = X 

Quadrieren 

x2 
- 4x + 4 = X 

x2 _ 5x+4= O 

x1 = 1; x2 = 4 (Satz von Vieta) 

L.S. R.S. 
Probe für x1 : 1 - 2 = -1 Vf = 1 

für x2 : 4 - 2 = 2 V"4 = 2 
Nur x2 erfüllt die Wurzelgleichung: L = {4} 

Der Punkt R ist der Schnittpunkt der Geraden y = x - 2 mit dem Graphen 
der Funkt ~cn x H- - yx. Da !"!lcht !"!L!r (yx) 2 = x sondern auch ( - 0 )2 = x 
ist, liefert die rechnerische L6sung auch die x-Koordinate dieses Punktes. 

Das Beispiel zeigt: 

Um eine Wurzelgleichung zu lõsen, muss man beide Seiten der Gleichung 
quadrieren. Das ist jedoch keine Áquivalenzumformung! Deshalb ist bei Wurzel­
gleichungen die Probe unerlasslich. 

B. Lõsungsverfahren für Gleichungen mit mehreren Wurzeln 

Treten in einer Wurzelgleichung mehrere Wurzelterme auf, so ist im AlIgemeinen ein 
mehrmaliges Quadrieren notwendig, um die Wurzeln zu beseitigen. Dabei ist es 
zweckma~ig, jeweils einen Wurzelterm auf einer Seite der Gleichung zu isolieren. 

Lósungsschritte 

Beispiel: -vx-+1 + y2x - 5 = 3 Definitionsmenge bestimmen 

Aus x + 1 ~ O Á 2x - 5 ~ O folgt: D = [2,5; + 00 [ ei ne Wuriel isolieren 
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y2x - 5 = 3 - -vx-+1 quadrieren 

2x - 5 = 9 - 6-vx-+1 + x + 1 zusammenfassen, isolieren 

6-vx-+1 = 15 - x quadrieren 

36 (x + 1) = 225 - 30x + x2 quadratische Gleichung 
lõsen 

36x + 36 = 225 - 30x + x2 

x2 
..:..... 66x + 189 = O 

_ 66 ± V66 2 
- 4 . 189 

X 1 ; 2 - 2 

x1 = 63; x2 = 3 

66±60 
-2-

Probe für x1 : v64 + y'121 = 19 + 3 Probe durchführen 

für x2 : v4 + 111 = 2 + 1 '= 3 
Nur x2 erfüllt die gegebene Wurzelgleichung: 

L = {3} 



§ 17 Wurzelgleiehungen 

AUFGABEN 

1. Lõse gratiseh und reehneriseh: 

a) 3 - 2x = vx b) 3 - 2x = - vx e) 2x - 5 = yx=1 
d) 2x - 5 = - yx=1 e) x - 1 = V3 - x t) x - 1 = - V3 - x 

2. a) x - V2x - 3 = 3 b) x + V2X=3 = 3 e) 2 + vx+4 = x 

d) 4}12x+1 -8= x e) V4X2 +X-2+ 1 =2x t) 2-V9x2-7x-1 = 3x 

3. a) V4x - 3 = V6x - 5 b) 1f3X=4 -1f5X=6 = O e) V4X+9 -1f4=6X = O 

d) VX2 - 3x - V2x - 6 = O e) V3,1 - 2]/6=X = 5 t) V2x - 5 + vx=s = 4 

4. a) V x + 1 O + vx = 2 b) 1 + 2 vx = V 4x + 7 e) y><==2 = vx -v2 
d) V9x + 5 - V6X - v2 = O e) 2yx==-1 - V5 + 2x - 1 = O t) V7 - 4x - V3 - 2x = 1 

5. a) Y5+X - V5=X = 112 b) V1O+X + V1 O - x = 4112 
e) 113 yx=1-~ - 1 = O d) V2x + 3 - 113 vx+1 - 1 = O 

6. Stelle dureh Vorzeiehenanderung ertüllbare Gleiehungen her: 

a) 3 yx=1 - V 9x + 1 O = 1 b) V 80 - V 6x - 5 = 9 

7 . a) Lõse die tolgende Wurzelgleiehung naeh x aut: 

vx + Vx - a2 = a 
b) Weleher Bedingung muss a genügen, damit die Gleiehung ertüllbar ist? 

8 . a) Lõse die tolgende Wurzelgleiehung naeh x aut: 

V7a 2 + 2ax - V3ax + a2 = a 

b) Welehe Lõsungen hat die Gleiehung tür 

a < O bzw, a > O bzw. a = O? 

9. Die eine Seite eines Reehteeks ist um 7 em langer als die andere, Die Diagonale ist um 
2 em langer als die grõBere Seite. Bereehne die Lange der Reehteeksseiten! 

10. CB-Funk 
Zwei geradlinige StraBen verlauten senkreeht zueinander. Aut jeder StraBe startet um 
8.00 Uhr ein Radtahrer jeweils 10 km von der Kreuzung entternt. Der eine tahrt mit 
18 km/h, der andere mit 21 km/h aut die Kreuzung zu. Beide Radtahrer vertügen über 
CB-Funkgerate mit der Reiehweite 5,0 km. ~ 

a) Um wie viel Uhr kõnnen die Radtahrer Spreehkontakt autnehmen? 

b) Die Radtahrer tahren mit gleiehbleibender Geschwindigkeit geradeaus weiter. Um 
wie viel Uhr reiBt der Spreehkontakt wieder ab? 
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§ 18 Nichtlineare Gleichungssysteme 

Wasserspiele 

Aus dem kleinen Loeh eines GefiH3es 
spritzt das Wasser in Form eines Parabel­
bogens heraus. Legen wir, wie reehts 
dargestellt, ein Koordinatensystem an, so 
besehreibt die Gleiehung 

1 2 
Y = - 4h x + e 

den Parabelbogen. Dabei bedeutet h die 
Hóhe der Wassersaule über dem Loeh und 
e den Abstand des Loehs vom 80den. o 
a) Wird der Parabelbogen enger oder weiter, wenn h zunimmt? 

x, 

b) Ermittle die Nullstelle x, des Parabelbogens in Abhangigkeit von h und eI 

x 

e) Ein Gefal3 ist 30 em hoeh mit Wasser gefüllt. Es enthalt eine Reihe von fünf 
übereinander liegenden Lóehern mit einem gegenseitigen Abstand von 5 em: 
e, = 5 em, e2 = 10 em, ... , e5 = 25 em. 8ereehne zu jedem einzelnen Wasser­
strahl die Spritzweite x,. Weleher Strahl spritzt am weitesten? 

d) Lege ein Koordinatensystem an und zeiehne die fünf Parabelbógenl Wo trifft der 
Wasserstrahl mit e2 = 10 em den Wasserstrahl mit e5 = 25 em? 

e) 8ereehne die Koordinaten dieses Orts mithilfe der Gleiehungen der beiden 
Parabelbógenl 

A. Schnittpunkte zweier Kurven 

Die Lósung eines linearen Gleichungssystems kann geometrisch als Schnittpunkt 
zweier Geraden gedeutet werden. In einem nichtlinearen Gleichungssystem muss 
mindestens eine der Variablen nicht linear, d. h. nicht in der ersten Potenz, auftreten . 
Seine Lósungen kónnen ebenfalls als Punkte in einem Koordinatensystem aufgefasst 
werden; es handelt sich dann um die Schnittpunkte zweier Linien, von denen 
mindestens eine keine Gerade ist. 

88 



§ 18 Nichtlineare Gleichungssysteme 

1. Beispiel: ( I) x2 + 2x - y + 1 = O 
( 11 ) x - y +3= 0 

Grafische Lósen wir beide Gleichungen nach 
Lósung y auf, 

( I') y = x2+2x + 1 = (X + 1)2 
(11' ) y = X + 3, 
so erkennen wi r: Durch Gleichung 
(I) ist eine nach oben geóffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel 
S ( -11 O) und durch Gleichung 
( 11 ) ei ne Gerade mit dem y-Ab­
schnitt 3 und der Steigung 1 gege­
ben. Die Schnittpunkte der Parabel 
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und der Geraden sind S, (1 14) und S2 ( - 211). Also: L = {(1 14); ( - 2 11)} 

Rechnerische. Wir benützen das Einsetzverfahren: Zunachst lósen wir eine Gleichung nach 
Lósung einer Variablen auf und setzen dann in die andere Gleichung ein. 

(I) x2 + 2x - y + 1 = O 
(11) x-y+3 = 0 

(li') y = x+3 
x2 + 2x - (x + 3) + 1 = O 

x2 + X - 2 = O 
_ -1 ±}/f±] 

X';2 - 2 

nach y auflósen 

in (I) einsetzen 

x, = 1; x2 = - 2 in (li') einsetzen 
y, = 4; y2 = 1 
L = {(1 14) ; ( - 2 11)} 

Die Zahlenpaare (x IY), welche die Gleichung x2 + y2 = r2 erfüllen, liegen aut einer 
Kreislinie mit dem Mittelpunkt M (O I O) und dem Radius r. Die Schnittpunkte eines 
Kreises mit einer Geraden kónnen somit auch als Lósungen eines nichtlinearen 
Gleichungssystems bestimmt werden. 

2. Beispiel: (I) x2 + y2 = 52 

(11) y=2x+2 

Grafische Die Zahlenpaare (0 15), (3 14), 
Lósung (4 13), (5 10) erfüllen die Glei-

chung (I) . Ein beliebiger Punkt 
. p (x,ly,), dessen Koordinaten die 
Gleichung x2 + y2 = 52 erfüllen, 
bestimmt ein rechtwinkliges 
Dreieck mit den Kathetenlangen x, 
und y, und der Hypotenusenlan ­
ge 5 (Satz von Pythagoras). P liegt 
also auf dem Kreis um den Ur­
sprung mit dem Radius 5. 

-=2( r-

./ 

V 
/ 

I 

t-- -

\ 
\ / 

:j - ·~V 
/ ....... 

I 

y I 
/, 10\ 

i-"'"' A r ~ 'I ' ' '/ 

J "\ 
') V ! x, y, 

/ ~ 
,./ 1\ 

V ."",."/ x, 1 

/ 0 ~ x 
V ') I 

~ 

/ 
A / 

r- -/' 

Schnittpunkte: S, (1,4 14,8), S2 (-31-4); L = {(1 ,414,8); (-3 1-4)} 
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§ 18 Nichtlineare Gleichungssysteme 

Rechnerische 
Losung 

(I) x2 + y2 = 25 
(11) y = 2x + 2 in (I) einsetzen 

x2 + (2x + 2)2 = 25 
x2 + 4x2 + 8x + 4 = 25 

5x2 + 8x - 21 = O 
_ -8±y!64 +420 -8±22 

X';2- 10 10 

x, = 1,4; x2 = - 3 in (11) einsetzen 
y, = 4,8; y2 = - 4 
L= {(1,414,8); (-31-4)} 

B. Parabeltangenten 

An einem Beispiel klaren wir die unterschiedlichen Lagen, die eine Parabel und eine 
Gerade zueinander einnehmen kõnnen. 
Wir betrachten die Normalparabel mit der Gleichung 

(I) y = x2 

und die Gerade mit der Steigung 2 und dem y-Abschnitt t 

(11) y=2x+t. 

Für die x- Koordinaten der gemeinsamen 
Punkte folgt durch Einsetzen von (I) in (11): 

x2 = 2x -+ t 
x2 - 2x - t = O 

DieseGleichung besitzt Lõsungen, wenn die 
Diskriminante D = b2 - 4ac = 4 + 4t ~ O ist: 

x
1 

; 2 = 2 ± y! ~ + 4 t = 1 ± 1f1+t 
Für D> O, d. h. für t> -1, schneidet die 
Gerade die Parabel in zwei Punkten. Man 
nennteine solche Gerade Sekante 1. 

Mit abnehmenden t-Werten rücken die bei­
den Schnittpunkte immer naher zusammen. 
Für t = -1 tallen sie schlieBlich zusammen: 
X1 .2 = 1. Die Gerade in dieser Grenzlage 
h~iBt Tangente 2

. Der Tangentenberührpunkt 
ist B (1 11). 

\I / / / v/ / / I II 1I 
[7, [7 [7 1/ V V 1/ 1i V f 
I r.. / I / 'tl I I / A J 

[7 ~ 1/ 1/ 1/ 1/ 1/ V /1 I 
/ ~ / / ~/ / I /11 J J 

17 [7 17 1/ lI" 1/ 1i V V V 
/ / 1\/ / <-J / / IJ / / 

[7 1/ 11\ 1/ 11. 1/ V "- I/ V 
/ / /~ 'j J j ' j / J 

V 1/ 1/ V" b( V ..... W V V 11. 
-I / -I 7 9 / / / / 

" 

V 1/ V V Ii 17 [7 1i V 1I 
/ / / / ) / / / / / 

1i 1/ V V 1I 1/ II 1/ V 1/ 
Se an en 1. ng ntt p ss ntt n 

Für t < -1 gibt es keinen gemeinsamen Punkt: Die Gerade trifft die Parabel nicht; 
sie ist ei ne Passante 3

. 

1 secare (lat.), schneiden 
2 tangere (Iat.), berühren 
3 la passante (frz.), die Vorübergehende 
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§ 18 Nichtlineare Gleichungssysteme 

Offensichtlich lasst sich diese Untersuchung auf beliebige Geraden verallgemeinern, 
sofern sie eine Gleichung der Form y = mx + t besitzen. 
Noch nicht berücksichtigt sind Geraden parallel zur y-Achse mit der Gleichung 
x = c: 

Aus (I) y = x 2 und (li') x =c folgt 
y = c 2

. 

Man erhalt also immer einen Schnittpunkt S (clc2
); die Gerade ist Sekante. 

Fallunterscheidung für gemeinsame Punkte von Parabel und Gerade 

Die Berechnung der Schnittpunktkoordinaten führt auf 

I. eine quadratische Gleichung. Ist ihre Diskriminante 
• D > 0, so gibt es zwei Schnittpunkte; die Gerade ist Sekante; 
• D = 0, so gibt es zwei zusammenfallende gemeinsame Punkte; 

die Gerade berührt, sie ist Tangente; 
• D < 0, so gibt es keinen gemeinsamen Punkt; die Gerade ist Passante. 

11. eine lineare Gleichung. Es gibt einen Schnittpunkt; die Gerade ist Sekante. 

AUFGABEN 

1. Lose grafisch und rechnerisch: 

a) x2 - 4x - y + 5 = O b) x2 + 2x + y - 2 = O e) x2 
- X + y - i = O 

~x-y+!= O x-y+1=O 

d) x2 
- X - Y - i = O 

y-2=O 

2x + y - 1 = O 

e) ~X2 + Y + 1 = O 
2x - y + 1 = O 

f) 2X2 - 4x - y + 1 = O 
x+y-1=O 

2. Lose grafisch und rechnerisch: 

a) x2 + 2x - y = O b) 
x2 - 4x - y + 6 = O 

x2 + 2x - y = O 
_x2 + 2x - y + 2 = O 

c) x2 - 2x - y = O 
~X2 - y- 2 = O 

3. Bestimme grafisch und rechnerisch die gemeinsamen Punkte der Geraden g mit dem 
Kreis k: x2 + y2 = 25! 

a) g: y = ~ x b) g: y = ~ x - 125 e) g: y = ~ x + 24
5 

4. Bestimme grafisch und rechnerisch die gemeinsamen Punkte der Parabel p mit dem 
Kreis k: x2 + y2 = 25! 

a) p:y=x2-5 b) p:y=x2-13 c) p:y=!x2-1 

Was kann man allgemein über die Anzahl der gemeinsamen Punkte eines Kreises mit 
einer Parabel aussagen? 

5. Für welche Werte des y-Abschnittes t der Geraden g ist diese Sekante bzw. Tangente 
bzw. Passante der Parabel p? Gib die Gleichung der Tangente und den Berührpunkt B 
an! Fertige eine Zeichnung an! 

a) g: y=x+t b) g: y=3x+t 
p: y = x2 p: y = x2 

d) g: y = 2x + t e) g: y = - 2x + t 
p: y = x2 + 2x p: y = - x2 + 1 

c) g: y = - 2x + t 
p: y = x2 

f) g: y = x + t 
p : y = ,,2 _ 2x + 1 
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§ 18 Nichtlineare Gleichungssysteme 

6. Für welche Werte der Steigung m der Geraden g ist diese Sekante bzw. Tangente bzw. 
Passanteder Parabel p? Gib die Gleichungen der Tangenten und die Berührpunkte an! 
Fertige ei ne Zeichnung an! 

a) g: y = mx-1 
p: y = x2 

d) g: y = mx + 4 
p: y = - x2 + 2x 

b) g: y = mx+ 4 
p: y = x2 

e) g: y = mx - 3 
p: y = x2 + x-~ 

7. Bestimme die Lôsungsmengen folgender Gleichungssysteme! 

e) g: y = mx + 5 
p: y = - x2 + 1 

f) g: y = mx + 2 
p: y = x2 - 2x + 2 

a) x2+4xy=57 b) xy:-5x=1 e) x-y=~ 
xy = 10 . x + y = 7 7x- y = 1 

d) x2 + y2 = 20 e) x2 - 4x + y2 = 1 
3x - y = 10 2x - y = 4 

g) x2 - 4y2 = 16 h) x2 + y2 = 5 
5x - 6y = 1 6 x2 - y2 = 1 

8. Geometrisches und arithmetisches Mittel 

f) x2 + y2 = 4 
3x-4y=-10 

i) 3x2 + 2y2 = 1 
12x2 - y2 = 1 

Das geometrische Mittel zweier Zahlen ist die Wurzel aus ihrem Produkt, das arithmeti­
sche Mittel die halbe Summe. 
Bestimme zwei Zahlen, deren geometrisches Mittel 6 und deren arithmetisches Mittel 7,5 
ist! 

9. Fernsehbild 

Bei Fernsehbildschirmen verhalt sich die Hôhe 
zur Breite wie 3: 4. Die GrôBe eines Bildschirms 
gibt man in Katalogen durch die Lange der 
Diagonale an. Berechne Hôhe und Breite eines 
,,70-cm- Bildes"! 

1 O. Kiebitzeier 

Die Statuten des Vereins der Getreuen in Jever verpflichteten jedes Mitglied, alljahrlich 
vor dem 29. Marz eine gewisse Anzahl Kiebitzeier zu sammeln. Von den 105 Eiern, die so 
alljahrlich zusammenkamen, wurden dem Fürsten Bismarck zu seinem Geburtstag am 
1. April 101 Stück übersandt. Als plbtzlich ein Mitglied starb, mussten, damit 102 Eier 
zusammenkamen, die Statuten dahin geandert werden, dass jedes Mitglied 2 Eier mehr als 
früher zu sammeln hatte. 
Wie viele Mitglieder hatte der Kiebitz-Verein, und wie viele Eier hatte jedes Mitglied zu­
letzt zu sammel n? 
(Aus "Arithmetik für Gymnasien" von Schubert/Schumpelick, 1908) 
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Anhang: Taschenrechner-Einführung 

Der Abakus 

5 3 7 

==::::::===~=====1~:=:: M ittel- ==~~::;::::=~~-=:::~ 
5teg 

Hunderter Zehner Einer 

3 

Jede Perle unter dem Mit­
telsteg hat den Wert 1 u nd 
jede Perle über dem Mittel­
steg den Wert 5. Eine Perle 
nimmt den zugeordneten 
Wert an, wenn sie an den 
M ittelsteg herangeschoben 
wird. 

Statt 7 zu addieren, addiert 
man 10 und subtrahiert 3. 

Am 12. November 1946 trat ein Japaner mit einem aus wenigen Perlen bestehen­
den, bereits vor 2000 Jahren von den Rdmern benützten Abakus1 im Schnel/rech ­
nen gegen eine elektrische Rechenmaschine an. /m Addieren, Subtrahieren und 
Dividieren gewann der Japaner. Nur im Mu/tip/izieren war die Rechenmaschine 
schnel/er. 
/nnerhalb von 13,6 Sekunden addierte der Japaner aut sein em Abakus zehn 
zehnstellige Zahlen. Heutige e/ektronische Rechner schaffen das zwar in 8ruchtei­
len einer tausendstel Sekunde, aber die Eingabe von 100 Ziffern und 10 Rechenbe­
teh/en wird woh/ selbst von tingerfertigen Menschen nicht in 13,6 Sekunden 
bewa/tigt. Dagegen bendtigt ein japanischer Kdnner zum Einstel/en, Addieren oder 
Subtrahieren einer Zah/ aut seinem Abakus nur dieselbe Zeit, die man zum 
Aussprechen braucht. 

A. Anzeigeregister X und Rechenregister V 

Der Taschenrechner besitzt ein Tastente/d. Mit den Zifferntasten@],O], ... , [QJ und 

dem englischen Dezimalpunkt D für unser Dezimalkomma kann man Zahlen 

eingeben. Beüitigt man z. B. nacheinander die Tasten DJ[I] D [I], erscheint in der 

Anzeige 12.3. 
Die Ziffern einer Zahl werden der Reihe nach von /inks nach rechts eingegeben. 

Durch Drücken der Tasten wird dem Taschenrechner eine Zahl mitgeteilt, die er in 
einem Register 2 aufbewahrt. Da dieses Register mit der Anzeige verbunden ist, 

nennt man es Anzeigeregister X. Betatigen wir nun die Rechentaste [±], erhalt der 

1 Im Altertum Rechenbrett der Ãgypter, Griechen und Rõmer 
2 Speicher für vorübergehende Aufnahme einer Zahl 
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Anhang: Taschenrechner- Einführung 

Taschenrechner den Auftrag, dass er spater eine Addition ausführen und das 

Anzeigeregister X für die Eingabe des 2. Summanden freistellen soll: Die Zahl 12,3 

wird in ein zweites Register, das Rechenregister Y übertragen. Drücken wir nun die 

Taste @], wird 12.3 im Anzeigeregister X gelõscht und 4 aufgenommen. Betatigen 

wir jetzt die Ergebnistaste ~J, addiert derTaschenrechner den Inhalt des X- unddes 

Y -Registers: Das Ergebnis steht im X- Register. 

Wir stellen diese grundlegenden Vorgange noch einmal zusammen: 

Eingabe ITJITJOm [±] m B 
X-Register 12.3 12.3 4 16.3 

Y-Register o 12.3 12.3 0 1 

Der Taschenrechner besitzt ein Anzeigeregister X und ein Rechenregister Y. 
Betatigt man eine Rechentaste, übertragt er den Inhalt des X- Registers in das 
Y - Register. 

B. Die Grundrechenarten 

Die Rechentasten für die Grundrechenarten sind [±J, El 0 und B· Damit man 

den Taschenrechner zu Beginn jeder Aufgabe startklar machen kann, gibt es eine 

Gesamtlóschtaste [ÇJ2 (von engl. clear, lõschen). Durch Drücken der Gesamt­

lõschtaste wird der 1 nhalt des X- und des Y - Registers gelõscht. 

Ist beim Eingeben einer Zahl ein Tippfehler unterlaufen, verwendet man die 

Einzellóschtaste [f]]3 (von engl. clear entry, Eingabelõschung). Sie lõscht nur den 

Inhalt des X- Registers und erhalt den Inhalt des Y - Registers und den vorher 

eingegebenen Rechenbefehl. 

Beispiel: 6: 3 = mit fehlerhafter Eingabe der 3 

Eingabe @] [I] GJ ITJ ~ m 
X-Register o 6 6 2 o 3 

Y - Register o o 6 6 6 6 

1 Der .Inhalt der grau unterlegten Felder hangt vom Taschenrechnertyp ab. 

2 Je nach Taschenrechner auch mit ~, ~ (von engl. clear al!, alles lõschen) bezeichnet 

3 Auch mit~, ICLxl,[IJbezeichnet 
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Anhang: Taschenrechner-Einführung 

Zur Eingabe negativer Zahlen dient die Vorzeichenwechseltaste 1+1 -I. BeÜitigt man 

diese Taste, wird das Vorzeichen der im X-Register bereits vorhandenen Zahl 
umgekehrt. 

Beispiel: 2 . ( - 3) = 

Eingabe m 0 []] 1+1-1 ~ 
X-Register 2 2 3 -3 -6 

Y - Register o 2 2 2 o 

Kann eine Kettenrechnung in der Reihenfolge berechnet werden, in der sie eingege­
ben wird, genügen zum Verarbeiten von jeweils zwei Zahlen das X- u,nd das Y­
Register. 

Beispiel: 3 ·4+ 5 - 6 = 

Eingabe []] 0 [IJ [±] W B m ~ 
X-Register 3 3 4 12 5 17 6 11 

Y - Register o 3 3 12 12 17 17 o 

Treten in einer Rechnung Klammern auf oder muss auf Grund der Regel "Punktrech­
nung vor Strichrechnung" bei der Berechnung von der Reihenfolge der Eingabe 
abgewichen werden, sind dafür im Taschenrechner zusatzliche Register vorhanden. 
Mit der Belegung dieser Klammerregister befassen wir uns nicht. Wir halten nur die 
Eingaberegel fest: 

Die Zahlen, Klammern und Rechenzeichen tastet man in der Reihenfolge in den 
Taschenrechner ei n, wie sie im Term auftreten. 

c. Kehrwert-, Quadrat-, Wurzel-, Potenztaste 

Durch Betatigen der Taste 11 Ix 1 bzw. ~ bzw·1 vx I wird die Zahl, die sich im X­

Register befindet, jeweils dieser Rechnung unterworfen. Der Inhalt des Y - Registers 

andert sich dadurch nicht. 

Beispiele: a) 3 + 42 = 

Eingabe []] [±J [IJ [2] ~ 
X-Register 3 3 4 16 19 

Y - Register O 3 3 3 O 
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b) Auch ohne Klammern kann man (3 + 4)2 berechnen: 

Eingabe m [±J [1] B [2J 
X-Register 3 3 4 7 49 

Y - Register o 3 3 o o 

Mit der Potenztaste [2J lasst sich der Wert einer Potenz unmittelbar berechnen. 

Beispiel: 23 = 

,---, 

L2J rn ,---, 
Eingabe l1J Ô 

X- Register 2 2 3 8 

Y - Register o 2 2 o 

D. Der Speicher M 

AuBer dem X- und dem Y - Register (und den Klammerregistern) besitzt der 
Taschenrechner noch einen Speicher. Ein Speicher ist ein Abstellplatz, ein Speicher 
des Taschenrechners ein Abstellplatz für Zahlen. Nach dem engl. "memory" 
(Gedachtnis) bezeichnet man ihn mit M. Er dient zum Ablegen von Zwischenergeb­
nissen, die man spater wieder weiterverwendet. Durch das Drücken der Speicher­
eingabetaste ~1 wird der Inhalt des X-Registers in den Speicher übertragen; 
auBerdem bleibt die Zahl im X-Register erhalten. Durch das Betatigen der Speicher­
ausgabetaste IM RI2 (von engl. memory recall, Gedachtnisabruf) wird der Inhalt des 
Speichers in das X- Register zurückgerufen. Die Zahl bleibt auch in M erhalten. 
Durch die Gesamtloschtaste wird der Speicher M nicht geloscht. Der Inhalt kann 
also für aufeinander folgende verschiedene Aufgaben verwendet werden. 

E. Grenzen des Taschenrechners 

Was geschieht, wenn man mehr Ziffern in das X- Register eingibt, als die Anzeige 
fassen kann? 

Beispiel: Wir tasten die Ziffer 2 so oft ein, bis die Anzeige ausgeschõpft ist, und dann 
noch zweimal. Von dieser Zahl subtrahieren wir die Zahl, die aus so vielen 
Ziffern 2 besteht, wie die Anzeige fassen kann. Drücken wir die Ergebnista-

ste [~J, erhalten wir Null. 

1 Auch I Min I von engl. memory in, rein ins Gedachtnis, oder ISTO I von engl. store, speichern, oder I X --+ M 1 

2 Auch ~ von engl. recall memory, aus dem Gedachtnis zurückrufen, oder I RCLI VOFl engl. recall, 

zurückrufen, oder I M --+ X I 
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Das bedeutet: 

Gibt man über das Fassungsvermõgen der Anzeige hinaus noch Ziffern ein, so 
werden diese vom Taschenrechner nicht registriert. 

Was geschieht, wenn das Ergebnis das Fassungsvermõgen der Anzeige überschrei­
tet? 

1. Beispiel: 600000· 700000 = 

Für das Ergebnis 420000000000 zeigt der Taschenrechner ,,4.2 11" an. 
Das ist offensichtlich eine verstümmelte Form der Potenzschreibweise 
4,2 . 1011 der Ergebniszahl. 

2. Beispiel: 0,000006' 0,000007 = 
Für das Ergebnis 0,000000000042 zeigt der Taschenrechner ,,4.2 -11" 
an. Das ist eine verstümmelte Form der Potenzschreibweise 4,2 . 10- 11

. Sie 
beschreibt einen Dezimalbruch, der auf der 11. Stelle nach dem Komma die 
erste von Null verschiedene Ziffer 4 und auf der 12. Stelle 2 stehen hat. 

Es bedeutet also: 10- 1 = 110 , 10-2 
= 1~0' 10-3 = 1doo' '" 

Wird das Fassungsvermõgen der Anzeige überschritten 1, so gibt der Taschenrechner 
das Ergebnis in Potenzschreibweise an: Es wird als Produkt einer Zahl zwischen 1 
und 10 und einer Zehnerpotenz dargestellt. 

Der Taschenrechner rundet alle unendlichen Dezimalbrüche auf eine bestimmte 
. Stellenzahl. Er rechnet also nur mit Naherungswerten. Deshalb treten Ungenauig­

keiten auf. Arbeitet der Taschenrechner mit so vielen Stellen, wie er anzeigt? Wir 
testen ihn, indem wir einen unendlichen periodischen Dezimalbruch eingeben und 
die Zahl in der Anzeige subtrahieren. 

Beispiel: 10: 3 - 3,3333333 = 3,3'10- 8 = 0,000000033 
'----v------' '------v---' 

8 Stellen Fassungsvermõgen der Anzeige 

Dieser Taschenrechner rechnet also mit 2 Stellen mehr, als er anzeigen kann. 

Ein Taschenrechner arbeitet - je nach Typ - mit 1 bis 3 Stellen mehr, als er ausgeben 
kann. Deshalb werden im AlIgemeinen die Rundungsfehler in den nicht angezeigten 
Stellen versteckt. 

AUFGABEN 

1. a) 9 . 6 
99·66 

999·666 
9999·6666 

b) 21 ·9 
321 ·9 

4321 ·9 
54321 ·9 

e) 2469136 + 1975308 
469136 + 197530 

69136 + 19753 
9136 + 1975 

1 Bei manchen Taschenrechnern bereits ab dem Über- oder Unterschreiten einer bestimmten Schwelle. 
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2. a) 1 . 8 + 1 
12,8+2 

123· 8 + 3 
1234· 8 + 4 

12345· 8 + 5 

3. Spiegelzahl 

b) 1 . 9 + 2 
12,9+3 

123· 9 + 4 
1234· 9 + 5 

12345· 9 + 6 

e) 1 . 9 + 2 
21 . 9 + 33 

321 . 9 + 444 
4321 . 9 + 5555 

54321 . 9 + 66666 

Kehrt man die Reihenfolge der Ziffern einer natürlichen Zahl um, so erhãlt man ihre 
Spiegelzahl. 
Addiere jeweils zu der folgenden Zahl ihre Spiegelzahl. Wiederhole mit dem Ergebnis das 
Verfahren so oft, bis schlieBlich eine Zahl entsteht, die gleich ihrer Spiegelzahl ist. 
Beispiel: 39 + 93 = 132; 132 + 231 = 363 

a) 58 b) ô9 e) 97 d) 789 

4. Differenz von Zahl und Spiegelzahl 

a) (752 - 257) : 99 b) (452 - 254) : 99 
(762 - 267) : 99 (552 - 255) : 99 
(782 - 287) : 99 (952 - 259) : 99 

e) 579 

e) (834 - 438) : 99 
(835 - 538) : 99 
(837 - 738) : 99 

d) Ist x die H underterziffer, y die Zehnerziffer und z die Einerziffer einer dreistelligen 
natürlichen Zahl, so lãsst sich diese in der Form 1 OOx + 1 Oy + z darstellen. Gib die 
entsprechende Darstellung ihrer Spiegelzahl an! Bilde aus Zahl und Spiegelzahl die 
Differenz! Begründe, dass diese durch 99 teilbar ist! 

e) Teste jeweils durch zwei selbst gewãhlte Zahlenbeispiele, ob bei vier-, fünf-, sechs-, 
siebenstelligen Zahlen die Differenz aus Zahl und Spiegelzahl durch 99 teilbar ist! 

5. Berechne mit dem Taschenrechner, ohne Zwischenergebnisse zu notieren: 

a) [(2,014+7,35)' (42,382-4,882) -51,15]: [61 + (7,035-4,9278) :0,0048] 

b) [(57,85 - 42,382) : (2,753 - 2,633) - 8,9] : (17,3 . 0,9 - 3,07) 
[(23,8 - 16,5) . 5,625 + (24,4375 - 23,5)] : (3,8 - 0,3) 

6. Kettenbrüche 

Berechne mithilfe der o::EJ-Taste die Kettenbrüche a) bis d), indem du jeweils "rechts 
unten" beginnst! Runde auf 4 Dezimalstellen! 

a) 1 +~ 

d) 1 + 1 
2+ 1 

2+-2 1 
+2 

1 
b)1+2+~ 

e) 1 + ---;----
2+ 1 

2+ 1 
2+--

2+~ 

1 
e) 1 + 1 

2+-2 1 +2 

f) Im Nenner wird, mit 2 beginnend, jeweils ein Kehrbruch gebildet, dann wird 2 addiert, 
dan n wird wieder der Kehrbruch gebildet, .... Führe das mit dem Taschenrechner so 
lang aus, bis sich in der Anzeige der Wert des Kehrbruchs nicht mehr ãndert! Addiere 
erst dann 1! Vergleiche das Ergebnis mit dem Nãherungswert des Taschenrechners für 

112! 
7. Berechne folgende Kettenbrüche! Vergleiche die Ergebnisse mit dem im Taschenrechner 

gespeicherten Wert für die Kreiszahl 11! 1 
1 e) 3 + 1 

a) 3+t b) 3+ 7 +,;- 7+ -
1
-
5

-+-_-_-_--:-1== 
1 + 2~2 
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8. a) 11 2 b) 
111 2 

1111 2 

11111 2 

9. a) 11 3 b) 
101 3 

111 3 

10. Zweierpotenzen 

(3 + 1 )2 - 1 
(33 + 1 )2 - 1 

(333 + 1)2 - 1 
(3333 + 1 )2 - 1 

(5 + 1 + 2)3 
(5 + 8 + 3 + 2)3 

(1 + 9 + 6 + 8 + 3)3 

Anhang: Taseh8nreehner- Einführung 

e) (6+ 1)2_1 
(66 + 1)2_ 1 

(666 + 1 )2 - 1 
(6666 + 1 ) 2 - 1 

e) (6 + 1 + 4 + 6 + 5 + 6)4 
(1 +7+ 2+1 +0+3+6+8)5 
(3+4+ 0 + 1 +2+2+2+4)6 

a) Bereehne die Zweierpotenzen 21, 22, 23, ... , 216 , 

b) Welehe RegelmalSigkeit kann man für die Einerziffer beobachten? 
Welehe Einerziffer besitzt 21991 ? 

e) Bereehne 1 + 21 + 22 + 23 + ... + 215 , Vergleiehe die Zwisc h energebnisse jeweils mit 
den Werten der Zweierpotenzen von a)' 

d) Bereehne 1 + ( _ 2)1 + (_2)2 + (_2)3 + . . . + ( _ 2)15, 

e) Bereehne 1 +(~)1+(~)2+(~)3+ ... +(~)15, 

11. Notwendiges Runden 
a) Mit einem Lineal werden die Lange eines OIN A5-Blatts zu I = 21,1 em und die Breite 

zu b = 14,8 em auf 1 mm genau gemessen. Das heilSt für d ie vvahre Lange I bzw. die 
wahre Breite b gilt: 21,05 em ~ I ~ 21,15 em bzw. 14,75 em ~ b ~ 14,85 em. Bereeh­
ne den kleinst- und den grõlStmõgliehen Flaeheninhalt A des Blatts. Bereehne das 
Produkt der beiden Messwerte. Auf wie viele Stellen genau wird man diesen Wert für 
A runden? 

b) Die Lange des Asphaltbelags eines StralSenteils wird zu I = 940,7 m und die Breite zu 
b = 7,3 m auf 1 dm genau gemessen. Bereehne den kleinst- und den grõlStmõgliehen 
Wert für den Flaeheninhalt A. Gib für A ei nen sinnvollen Nãherungswert an' 

12. Kreuzwortratsel 

Zeiehne das reehts dargestellte Ratsel in dein 
Heft. Bereehne die Aufgabe zunaehst mit dem 
Tasehenreehner; drehe ihn ansehlielSend um 
180°; trage das nun lesbare Wort ein' 

Waagrecht 
(1) 60· [2 + 32 . 5 . (382 + 3)] - 2 
(6) 1 + 3 . [4 . (2 . 32)2 - 2] 

(7) 23
. (6 . V1 + 25 

. 32 
- 1) 

(8) 32 . (282 + 62 - 3) 

(10) 33
. V1 + 5 . 32 

• 23 

(11) - 1 - 3 . (2 - 22 . 32 . 5 . 7) 

(12) V (62 + 82 + 242) :·4 

Senkrecht 
(1) 11 2 . (32 . 192 + 5) + 4 

(2) 26 . 34 - (572 - 542) : 111 

(3) 11:3 + 123 + V29 2 
- 20

2 

(4) 23 • (2'1492- 17)-1 

(5) 31 . (22 . 31 - 1) 

(9) ~ 21 . (23 . 21 + 1) + 1 
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