
§ 12 Einfache quadratische Funl<tionen 

Im Kino 

Durch Schwebstaub in der Luft wird in einem Kino das Lichtbünde/ sichtbar. Die 
GróBe des Bi/des ist vom Abstand des Projektors von der Leinwand und von der 
Brennweite des Objektivs abhiingig. Wie iindert sich bei unveriinderter Brennweite 
der F/iicheninha/t des B i/des, wenn der Abstand Projektor-Leinwand verdoppe/t, 
verdreifacht, . . . wird? 

o 2 3 4 

A. Die Quadratfunktion 

Zu jeder reellen Zahl x gibt es genau ein Ouadrat x2
. Folglich ist die Zuordnung 

x 1---* x2 eindeutig und damit eine Funktion. Man nennt sie Ouadratfunktion. Sie wird 
durch den Funktionsterm f (x) = x2 oder durch die Funktionsg/eichung y = x2 

beschrieben. Die Menge ihrer x-Werte, die Definitionsmenge D, ist - wenn keine 
Einschrankung angegeben ist - die Menge IR der reellen Zahlen. 

Da für beliebige reelle Zahlen das Ouadrat x2 einer Zahl x gleich dem Ouadrat ( _ X)2 
der Gegenzahl - x ist, verlauft der Graph der Ouadratfunktion symmetrisch zur y ­
Achse. Sein tiefster Punkt hei~t Scheite/. Er liegt im Koordinatenursprung. 
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§ 12 · Einfache quadratische Funktionen 

Jede zu diesem Graphen kongruente 
Kurve nennt man Normalparabel. Der 
Graph der Ouadratfunktion ist also ei­
ne nach oben geõffnete Normalparabel 
mit dem Scheitel im Ursprung. 
Für x> O ist die Ouadratfunktion mo­
noton wachsend, für x < O monoton 
abnehmend. 
Alle Funktionswerte der Ouadratfunk­
tion sind nichtnegativ. Gibt man einen 
beliebigen nichtnegativen y-Wert vor, 
so ist dieser das Ouadrat von VY und 
von - vy. Die Menge der Funktions­
werte y, die Wertemenge der Ouadrat­
funktion, ist also die Menge der nicht­
negativen reellen Zahlen: W = ~6 

B. Die Funktion x I--+X2 + q 
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Tritt im Funktionsterm auBer X2 noch ein lineares Glied pX oder auch ein konstantes 
Glied q auf, SO heiBt die Funktion quadratische Funktion. 

Beispiel: 

X 1--+ x2 + 2; XE~ 

Wertetabelle: 

X -3 -2 -1 O 2 3 

x2 9 4 1 O 1 4 9 
x2 + 2 11 6 3 2 3 6 11 

Für alle X E ~ ist x2 + 2 um 2 grõBer 
als x2

. Somit geht der Graph der Funk­
tion X 1--+ x2 + 2 durch ei ne Verschie­
bung um 2 Einheiten nach oben aus 
dem Graphen der Ouadratfunktion 
X 1--+ x2 hervor: Der Graph der Funktion 
X 1--+ x2 + 2; x E ~ ist eine nach oben 
geõffnete Normalparabel mit dem 
Scheitel S (012). 
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Die für die Funktion x 1--+ x2 + q im Fali q = 2 angestellten Überlegungen lassen sich 
auf jedes beliebige q E ~ übertragen: 

Der Graph der Funktion x 1--+ x2 + q; X E ~ ist eine nach oben geõffnete Normal­
parabel mit dem Scheitel S (O 1 q) . 
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c. Die Funktionen x ~ (x - XS)2 

Auch der Graph einer Funktion der 
Form x ~ (x - xs)2 ist eine Normalpa ­
rabel. 

Beispiel: 
x ~ (x - 1 )2; x E IR 

Wertetabelle: 

-2 - 1 

4 1 
9 4 

o 
o 1 
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4 
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4 

Die dritte Zeile der Wertetabelle geht 
aus der zweiten Zeile hervor, wenn 
man diese um ei ne Einheit nach rechts 
verschiebt. 50mit ist der Graph der 
Funktion x ~ (x _ 1)2 eine nach oben 
geõttnete Normalparabel mit dem 
5cheiteI5(110)_ 
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Die tür die Funktion x ~ (x - xs)2 im Fali Xs = 1 angestellten Überlegungen lassen 
sich aut jedes beliebige Xs E IR übertragen: 

Der Graph der Funktion x ~ (x - xs)2; X E IR ist eine nach oben geõffnete 
Normalparabel mit dem 5cheitel 5 (xsl 0)_ 

D. Die Funktion x ~ (x - XS)2 + Ys 

Der Graph einer Funktion der Form 
x ~ (x - xs)2 + Ys ist ebenfalls eine 
Normalparabel, deren 5cheitel im AII­
gemeinen aber nicht auf einer Koordi­
natenachse liegt. 

Beispiel: 

X~(X-1)2+2; XE[R 

Wertetabelle: 

x -3 -2 -1 

x2 9 4 1 
(x - 1)2 16 9 4 
(x - 1)2 + 2 18 11 6 

O 2 3 

O 1 4 9 
1 O 1 4 
3 2 3 6 

Die dritte Zeile der Tabelle geht w ieder-
um aus der zweiten Zeile durch eine 
Verschiebung um eine Einheit nach 
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§ 12 Einfache quadratische Funktionen 

rechts hervor. Der Summand + 2 im Funktionsterr.n bewirkt, dass alle Funktionswerte 
in der vierten Zeile um 2 grõ~er sind als jene der dritten Zeile. 
Somit ist der Graph der Funktion x H (x - 1)2 + 2 eine nach oben geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S (112). 

Die für die Funktion x H (x - xs)2 + Ys im Fali Xs = 1 und Ys = 2 angestellten 
Überlegungen lassen sich auf beliebige xs' Ys E IR übertragen: 

Der Graph der Funktion x H (x - Xs)2 + Ys; X E IR ist eine nach oben geôffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S (xsIYs)' 

E. Scheitelbestimmung durch quadratische Ergãnzung 

Der Graph der Funktion x H (x - xs)2 + Ys ist für alle xs' Ys E IR ei ne nach oben 
geôffnete Normalparabel. Der Scheitel ist der tiefstgelegene Punkt, d. h . .jener Punkt, 
dessen y-Koordinate am kleinsten ist. Den kleinsten Funktionswert erhalt ma n, 
wenn in der Funktionsgleichung y = (x - xs)2 + Ys das Ouadrat den Wert Null 
annimmt. Das tritt für x = Xs ein, und dann ist y = Ys' Somit sind Xs und Ys die 
Koordinaten des Scheitels. 
Durch quadratische Erganzung kann die Gleichung y = x2 + px + q einer quadrati­
schen Funktion auf die Scheitelform y = (x - xs)2 + Ys gebracht werden. 

Beispiel: y = X2 + 4x + 3 = X2 + 4x + 22 - 22 + 3 = 
= (x + 2)2 - 4 + 3 = (x + 2)2 - 1 = 
= (x - (- 2))2 - 1 

Der Graph der Funktion x H X2 + 4x + 3 ist somit eine nach oben geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S ( - 21-1). 

Bei der quadratischen Gleichung haben wir die quadratische Erganzung auf beiden 
Seiten der Gleichung addiert. Damit bei einer Termumformung ein aquivalenter Term 
entsteht, müssen wir dagegen die quadratische Erganzung für das vollstandige 
Ouadrat addieren und anschlieBend zum Ausgleichwieder subtrahieren. 
Die entsprechende Umformung führt auch im allgemeinen Fali zum Ziel: 

2 2 (p)2 (p)2 y= X + px + q = x + px + 2 - 2 + q = 

( 
p)2 p2 

= x+ 2 -4+ q = 

= (x -( -~ ) J + q - ~ p' 

Da die Normalparabel nach oben geôffnet ist, nimmt die Funktion nur y-Werte an, 
die grôBer oder gleich dem y-Wert q - ~ p2 des Scheitels sind. 

Damit ist bewiesen: 
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§ 12 Eintache quadratische Funktionen 

Satz 

Der Graph der quadratischen Funktion x ~ x2 + px + q; X E !R ist eine nach oben 

geóf!ete Nor~alparabel mit dem Scheitel S ~ ~ I q -! p2). .. . . . 

Die Wertemenge der Funktion ist W = [q - ~ p2; 00 [ , ' 

AUFGABEN 

1. Stelle tür die Quadrattunktion x H x2 eine Wertetabelle tür das Intervall [- 3; 3] mit der 
SchrittweiteO,2 'aut und zeichne den Graphen sorghiltig aut Millimeterpapier. Klebe die 
Zeichnung aut einen dünnen, testen Karton ' l.Jnd schneide eine Schablone' tür die 
Normalparabel aus. 

2. Erstelle tür tolgende Funktionen Wertetabellen tür das Intervall [- 3; 3] mit der Schritt­
weite 0,5 und zeichne den Graphen. Gib jeweils die Scheitelkoordinaten an! 

a) x H x2 + 1 b) X H x2 - 1 e) x H x2 - 2 
d) x H (x + 1)2 e) x H (x - 0,5)2 t) x H (x + 0,5)2 

g) X H (x + 1)2 + 2 h) x H (x - 0,5)2 - 3 i) x H (x + 0,5)2 - 4 

3. Entnimm der Funktionsgleichung die Koordinaten des Parabelscheitels und zeichne die 
Parabel mithilte der Schablone! 

a) y=x2-2 b) y= (X-3)2 

d) y = x2 + 2 e) y = (x + 3)2 

g) y = (x +' 3)2 - 2 h) y = (x - 3)2 + 2 

e) y= (X-2)2_3 

t) y = (x + 2)2 + 3 
i) y = (x + 2)2 - 3 

4 . Wie lautet die Gleichung der quadratischen Funktion x H x2 + px + q, deren Graph den 
Punkt S als Scheitel besitzt? 

a) S(215) 

e) S(01-3) 

b) S (21-5) 

t) S (-310) 

e) S(-215) 

g) S(-51-3) 

d) S(-21-5) 

h) S (-0,512,5) 

5. Bestimme tür tolgende quadratische Funktionen die Scheitelkoordinaten und zeichne 
den Graphen! 

a) x H x2 + 4x + 4 b) XHx2+4x+1 e) XHX2 + 4x 
d) x H x2 + 8x + 13 e) x H x2 - 6x + 8 t) XHX2 - 2x-1 

g) XHX2 + X +! h) x H X2 - 3x + 'd i) x H X2 + 5x + '4
5 

k) XHX2 - ~x I) XHX2 + '3° X m) x H X2 - ~ X + i 
6. Erstelle tür tolgende Funktionen Wertetabellen und zeichne die Graphen! 

a) xH(3-x)2 b) xH(2-x)2 e) xH(-2-x)2 

Gib jeweils einen aquivalenten Funktionsterm an! 

7. Ermittle tür tolgende Funktionen im angegebenen Intervall I den kleinsten und den 
gró~ten Funktionswert! 
a) x H X2 - 2; 1= [ -2; 3] 

e) x H X2 - 4x + 3; 1= [-3; 3] 

b) x H (x _1)2 - 2; I = [-3; 3] 

d) x H X2 - 4x; I = [O; 2] 

In welchen Teilintervallen von I ist die Funktion jeweils monoton wachsend bzw. 
monoton abnehmend? 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funl<tion 

Wurfparabeln 

Galileo Galilei (geb. 1564 in Pisa, gest. 1642 in Arcetri bei Florenz) entdeckte die 
Gesetze des freien Fal/s. Er erkannte, dass die 8ahnkurve eines schrag nach oben 
geworfenen oder geschossenen Kórpers eine nach unten geóffnete Parabel ist. 
Damit wurde die Parabel zum ersten Mal zur 8eschreibung eines Naturvorgangs 
verwendet; zuvor hatte man nur auf Geraden und Kreise zurückgegriffen. 

A. Die Funktion x ~ ax2 

In den bisher behandelten Fãllen war der Graph einer quadratischen Funktion stets 
eine nach oben geõffnete Normalparabel. Für quadratische Funktionen der Form 
x ~ ax2 gilt das nicht mehr. Ihre Graphen heiBen Parabeln. 

Beispiele: 
1 

xH2x2 und XH2"X2 

Werteta bel le: 

x ° 0,5 

X2 ° 0,25 1 
2x2 

° 0,5 2 
1 2 
2"x ° 0,125 0,5 

1,5 2 3 

2,25 4 9 
4,5 8 18 

1,125 2 4,5 

Die Parabel y = 2x2 erhalt man aus der 
Normalparabel y = X2 durch eine Strek­
kung der Ordinaten mit dem Faktor 2 
in Richtung der y-Achse, die Parabel 
y = ~ X2 durch eine Stauchung mit dem 
Faktor~. Die Punkte der x-Achse bleiben 
dabei test. 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

Es gibt somit Parabeln, die nicht kongruent si nd . Andererseits si nd jedoch alle 
Parabeln ahn lich. 

Beisp iel: 

Die Normalparabel y = x2 kann durch 
ei ne zentrische Streckung auf d ie Parabel 
y = ~ x2 abgebildet werden: Der Punkt 
p (11 1 ) besitzt bei der Streckung mit dem 
Zentrum Z (O 1 O) und dem Faktor 2 den 
Bildpunkt P' (212); dessen Koordinaten 
erfüllen die Gleichung y = ~ x2

. Durch 
die genannte Abbildung wird Q(214) auf 
Q' (418) abgebildet; dessen Koordinaten 
erfüllen ebenfalls die Gleichung y = ~ x2 

usw. 

Der Graph von x ~ - ~ x2 ist eine nach 
unten geõffnete Parabel. Man erhalt sie 
durch Spiegelung des Graphen von 
x ~ ~ x2 an der x-Achse. 
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Alle Parabeln haben die gleiche Form. Daraus folgt Bei geeigneter Wahl der Einheit 
für das Koordinatensystem ist es sogar moglich, jede Parabel mit der Schablone der 
Normalparabel zu zeichnen. 

Beispiele: 

1 
X~2X2 und X~2X2 

Bei der Normalparabel y = x2 ist für x1 = 1 auch der Funktionswert Y1 = 1. Um die Einheit 
für die anderen Parabeln zu finden, suchen wir den positiven x-Wert der Parabel, der 
gleich dem zugehõrigen y-Wert ist: Bei der Parabel Y = 2X2 ist das für 0,5 der Fali, bei der 

Para bel y = ~ x2 für 2. 

Y yl= ~p< 2 Y Iv 1= ) 2 Y v l= x2 
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Zur Kontrolle lesen wir die Wertepaare der Wertetabelle an den gezeichneten Parabeln ab. 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

Wir fassen zusammen: 

Der Graph der Funktion x H ax2; (a 9= O) heiBt Parabel. Ihr Scheitel liegt im 
Ursprung. 
Für a > O ist die Parabel nach oben, für a < O nach unten geõffnet. 
Für I a I > 1 ist die Parabel enger, für I a 1< 1 weiter als die Normalparabel. 
Alle Parabeln sind ahnlich. 

B. Die allgemeine quadratische Funktion 

Der Term ax2 + bx + e mit a 9= O ist das allgemeine quadratische Polynom in x. Man 
definiert entsprechend: 

Die Funktion x H ax2 + bx + e; x E [R heiBt allgemeine quadratische Fuhktion. 

Ihr Graph ist eine Parabel. Der Scheitel kann durch quadratische Erganzung 
bestimmt werden. 

Beispiel: 

x I--d (x) = - 2X2 + 4x + 1 = 
= - 2 [x2 - 2x] + 1 = 
= - 2 [x2 - 2x + 1 2 - 1 2] + 1 = 
= - 2 [(x - 1)2 - 1] + 1 = 

1\ 11 
\Q 

11 L\ 
' 1 

L'L E Líx - n i+ 3 

I I 
l1 lL 

1 
1 / 

= - 2 (x _1)2 + 2 + 1 = 

=-2(x-1)2+3 
~\ VL y = 1 - 1, -+ 3 

Aus dieser Form des Funktionsterms 
kann man ablesen: Der Graph von 
x H f (x) besitzt wie die Normalparabel 
y = (x _1)2 + 3 den Scheitel S (113). 
Der Faktor - 2 im Funktionsterm bewirkt 
eine Streckung mit dem Faktor 2 in Rich­
tung der y-Achse und ei ne Spiegelung 
an der Parallelen zur x-Achse durch S. 
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Durch quadratische Erganzung kann jede allgemeine quadratische Funktion 

XH ax2 + bx + e 

in die Scheitelform 

x H a (x - xs)2 + Ys 

gebracht werden . Ihr Graph ist eine Parabel mit dem Scheitel S (xsIYs). 

x 

Für a > O ist sie nach oben, für a < O nach unten geõffnet. Die Parabel ist kongruent 
zur Parabel mit der Gleichung y = ax2. 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

c. Nullstellen 

Wicht ige Punkte ei ner Parabel sind, auBer dem Scheitel, gemeinsame Punkte m it d er 
x -A chse; sie haben die y - Koord inate Null . 

Defin ition: 

x 1 heiBt Nullstelle ei ner Funktion, wenn der zugehõrige Funkt ionsw ert Y 1 = O ist. 

Nullstellen kõnnen graf isch ( im Rahmen der Zeichengenauigkeit ) oder rechnerisch 
bestimmt werden. Der g rafische Weg ist allerdings nur dann zweckmaBig, wenn die 
Parabel schon gezeichnet vorliegt. 

1. Beispiel: 

x 1-+ t (x) = - x2 + 2x + 3 

Grafische Lósung: 

t (x) = - (x2 - 2x + 1 2 - 12) + 3 = 
= - (x _ 1 )2 + 4 

Der Graph, die nach unten geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel S (1 14), 
schneidet die x-Achse in zwei Punkten. 
An ihnen liest man die Nullstellen ab: 
x, = - 1; x2 = 3 

Rechnerische Lósung: 

_x2 + 2x + 3 = O 

_ -2 ±~ _ -2±4 
X' ; 2 - -2 --2 

x1 = -1; x2 = 3 

2. Beispiel: 

x 1-+ t (x) = - x2 + 2x - 1 

Grafische Lósung: 

t (x) = - (x - 1 )2 
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y = - x2 + 2x - j 

Der Graph, die nach unten geottnete Normalparabel mit dem Scheitel S (110), berührt die 
x-Achse; man erhalt eine Nullstelle. Man kann sich diese Parabel aus der des 1. Beispiels 
durch ei ne Verschiebung in der negativen y- Richtung entstanden denken. Dabei rücken 
die beiden Nullstellen einander immer naher und tallen schlieBlich zusammen. Daher 
liegt es nahe, hier von zwei zusammenfallenden Nullstellen zu sprechen: 
x, = x2 = 1 

Rechnerische Lósung: 

_x2 + 2x -1 = O 

- 2 
X';2 = -2 = 1 
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§ 13 Die allgemeine quadratische Funktion 

3. Beispiel: x H f (x) = - x2 + 2x - 3 

Grafische Lósung: 

f (x) = - (x _1)2 - 2 

Der Graph, die nach unten geõffnete 
Normalparabel mit dem Scheitel 
S (11- 2), meidet die x-Achse; es gibt 
keine Nullstelle. 

Zusammenfassung: 

Die Lõsungen der 
quadratischen Gleichung 
ax2 + bx + e = O 

Besitzt die Gleichung 

1. zwei verschiedene 
Lõsungen 

2. eine Lõsung 
(zwei zusammenfallende 
Lõsungen) 

3. keine Lõsung 

AUFGABEN 

sind 

so 

Rechnerische Lósung: 

_x2+ 2x-3 = O 

Da hier die Diskriminante 
D = b2 - 4ac = 4 - 1 2 = - 8 < O ist, 
gibt es keine Nullstellen. 

die Nullstellen der 
quadratischen Funktion 
x H ax2 + bx + c. 

hat die Funktion 

zwei verschiedene Nullstellen; 
der Graph schneidet die x-Achse; 

eine Nullstelle (zwei zusammenfal­
lende Nullstellen); 
der Graph berührt die x-Achse; 

keine Nullstelle; der Graph meidet 
die x-Achse. 

1. Erstelle für das Intervall [ - 3; 3J Wertetabellen für folgende Funktionen und zeichne die 
Graphen in ein Koordinatensystem! 

a) XH~X2. 
3 ' 

b) x H 0,4x2; 

XH-~X2. 
3 ' 

XH - 0,4x2; xH-2,5x2 

2. Bestimme zu jeder Parabel die positive x- Koordinate, die gleich der zugehõrigen y­
Koordinate ist. Zeichne nach Wahl der geeigneten Einheit für das Koordinatensystem die 
Parabel mit der Schablone für die Normalparabel! 

d) y = 5x2 

3. Zeichne die Parabel y = ~ x2. Bestimme den $cheitel des Graphen der folgenden quad­
ratischen Funktionen. Zeichne den Graphen mithilfe der Parabel y = ~X2! 

a) XH~X2_3 b) XH~X2_4x+8 e) XH~X2_2x 

d) XH~X2+3x+~ e) XH-~X2+4x-9 f) XH-~X2+2x+2 

4. Bestimme die Gleichungen der quadratischen Funktionen, die ei nen zur Parabel y = ~ x2 

kongruenten Graphen mit dem Scheitel S besitzen! 

a) $(310) b) S(31-2) e) S(-1,512,5) d) S(-2,51-1,5) 
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§ 13 Die allgemei ne quadratische Funktion 

5. Bestimme den Scheitel und zeichne die Parabel! Ermittle die Nullstellen grafisch und 
rechnerisch! 

a) x ~ - x2 + 3x + 4 b) x ~ - x2 + 3x - 2,25 e) x ~ - x2 + 3x - 4 

d) x ~ - x2 - 2x + 4 e) x ~ - x2 + X + 1 f ) x ~ - x2 - 5x - 4 

g) x ~ - x2 - X - ~ h) x ~ - x2 + X + % i) x ~ - x2 - X + % 
6. Bestimme den Scheitel, erstelle eine Wertetabelle und zeichne die Parabel! Ermittle die 

Nullstellen graf isch und rechnerisch! 

a) x ~ 2X2 - 4x - 2 b) x ~ - 2X2 - 8x - 3,5 e) x~-2x2 + 12x - 18 

d) X~~X2_X e) X~ _~ X2 _ X f) x ~ - ~ x2 + X - 1 

g) x ~ ~ x2 + X - ~ h) x ~ - ~ x2 + X - 2 i) x ~ - ~ x2 + 2x - ~ 

7. Bestimme die Gleichung y = ax2 + bx + e der Parabel, die den Scheitel S besitzt und 
durch den Punkt P verlauft! (Hinweis: Gehe von der Scheitelform aus.) 

a) S(OIO), P(2 18) b) S(O I1), P(213) e) S(0 12), P(3 1-1) 

d) S (1 10), p (318 ) e) S ( - 21 O), p (1 1 - 3) f) S (211 ), p ( 415) 

g) S(-211) , P( - 4 13) h) S(-11-2), P( - 3 1-4) i) S(-213), P(1 10) 

8. Die Kettenlinie 
Eine zwischen den beiden Punkten A ( - 511"0) und B (5110) frei herabhangende Kette 
beschreibt eine Kurve, die man Kettenlinie nennt. Diese verlauft au~erdem durch die 
Punkte mit folgenden Koordinaten: 

x O 2 3 4 

y O 0,25 1,1 2,7 5,4 

a) Zeichne die Kettenlinie zwischen A und B! 

b) Untersuche, ob die Kettenlinie eine Parabel ist: Stelle dazu die Gleichung der Parabel 
durch A, B und den Ursprung O auf. Berechne zu den x-Werten der Tabelle die y­
Werte der Parabel. Zeichne diese in das Koordinatensystem von a) ein! 

9. Bogenbrücken 
a) Die Spannweite des parabelfórmigen 

Brückentragers A) betragt I = 100 m, 
seine Hóhe h = 25 m. Wahle ein ge­
eignetes Koordinatensystem und be­
stimme die Gleichung der Parabel! 
Die Streben zwischen dem Bogen 
und der Fahrbahn haben ei nen Ab­
stand von 10 m. Berechne ihre Lan­
gen! 

b) Bearbeite die Aufgaben von a) für 
den parabelfórmigen Brückentrager 
B), der die Spannweite 1= 80 m und 
die Hóhe h = 20 m besitzt. 

A) 

B) 

II II .. 
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§ 13 Die allgemeine quadratisehe Funktion 

10. Luftwiderstand 

Der Luftwiderstand y Newton eines Autos hangt von seiner Form, seiner angestrõmten 
Ouersehnittsflaehe und dem Ouadrat der Gesehwindigkeit x km/h ab: y = ax2 

(a: Parameter für Form und OuersehnittsWiche) 

a) Eine mit dem "Audi 1 00" in der Grõ~e vergleiehbare Limousine der 70er Jahre besitzt 
bei 50 km/h den Luftwiderstand 115 N. Bestimme a! 

b) Der "Audi 1 00" war der Vorreiter zur deutliehen Verringerung des Luftwiderstandes 
der Serienautos. Bei 100 km/h hat er den Luftwiderstand 280 N. Bestimme a! 

e) Lege eine Wertetabelle an und zeiehne die Parabeln für beide Fahrzeuge in ein 
Koordinatensystem! (x ~ 140) 

d) Wie verhalten sieh die Gesehwindigkeiten der beiden Fahrzeuge, wenn sie den 
gleiehen Luftwiderstand besitzen? 

11. Kraftstoffverbrauch 

Der bewegungshemmende Widerstand eines Autos setzt si eh aus dem Luftwiderstand 
und dem dureh Reibung hervorgerufenen Rollwiderstand zusammen. Der Luftwiderstand 
ist proportional zum Ouadrat der Gesehwindigkeit x km/h, der Rollwiderstand ist 
naherungsweise unabhangig von der Geschwindigkeit. Deshalb setzen wir naherungs­
weise für den Kraftstoffverbraueh y Liter für 100 km an: y = ax2 + e 

a) Ein "VW Golf D" hat folgende Verbrauehswerte: (30 km/h 13,0 I) und 
(120 km/h 17,7 I). Bestimme a und e! 

b) Ein "Audi 1 00" hat folgende Werte: (30 km/h 14,6 I) und (140 km/h 19,0 I). Bestimme 
a und e! 

e) Zeiehne zu beiden Fahrzeugen die Parabeln in ein Koordinatensystem! Welehe 
Parabel verlauft tlaeher? Warum? 

d) Wie viel Prozent Kraftstotf kann man bei jedem Fahrzeug sparen, wenn man auf der 
Autobahn anstatt mit 130 km/h mit 100 km/h fahrt? 
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§ 14 Extremwertaufgaben 

Die Sage von der Gründung K~:lrthagos im 9. Jh. v. Chr. 

Die syrische Kónigstochter Dido floh vor ihrem Bruder, der ihren Gatten ermordet 
hatte, nach Nordafrika. Dort versprach ein Kónig, ihr so viel Land zu schenken, wie 
sie mit einer Ochsenhaut umspannen kónne. Dido zerschnitt die Haut in einen 
schmalen, langen Riemen und umspannte damit ein Gebiet, auf dem sie eine Burg 
errichten lieB. Aus dieser entwickelte sich Karthago. 
In welcher Form musste Dido den Riemen aufspannen, damit er eine móglichst 
gro/Je Flache umfasste? 

A. GrõBtmõgliche Rechtecksflãche 

Um Rohstoffe zu sparen, ist man daran interessiert, dass bei der Herstellung eines 
Produkts mõglichst wenig Abfall entsteht, bzw. eine vorhandene Materialmenge 
mõglichst gut ausgenutzt wird. Bei solchen Problemen muss man einen kleinsten 
bzw. einen grõBten Wert, d. h. einen Extremwert, bestimmen. 

Beispiel: Nehmen wir an, Dido gelang es, einen Riemen der Uinge 800 m herzustel­
len. Nehmen wir ferner an, dass sie zum Anlegen einer Burg ein Rechteck am 
geeignetsten hielt. Wie musste sie den Riemen aufspannen, damit sich das 
Rechteck mit der grõBten Flache ergab? 

Lósung: x Meter sei die Uinge des Rechtecks, 
y Meter die Breite und 
A Ouadratmeter der Flacheninhalt. 

Im Term für den Flacheninhalt 
A=xy 
treten die beiden Variablen x und y auf. 

A y 

x 
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§ 14 Extremwertaufgaben 

Da der Umfang des Rechtecks 800 m sein soll, kõnnen wir entweder x oder 
y eliminieren: 

2x + 2y = 800 

Also: 

2y = 800 - 2x 
y = 400-x 

A = xy = x (400 - x) = - x2 + 400x 

Die kleinste Rechteckslange ist O, die grõBte der halbe Umfang 400 m, die 
Definitionsmenge D der Flachenfunktion x ~ A folglich D = [O; 400] . 
Sowohl für x = O als auch für x = 400 erhalt man A = O. 

Der Graph der Flachenfunktion x ~ A 
ist eine nach unten geõffnete Parabel. 

Den grõBten Wert für A liefert der 
Parabelscheitel. Um seine Koordina­
ten zu bestimmen, erganzen wir qua­
dratisch: 

A = - x2 + 400x = 
= - (x2 - 400x + 2002 - 2002) = 
= - (x - 200)2 + 40000 

Scheitel S (200140000) 

A 

A, In , n 

,., n,.n 
... ' 'V"V 

n .n 
"-'V"V 

1 ,n, I{'\ I 
~ ~ 11 

O 

/ 

V \ 
I r'\ 

1/ \ 

1\ 
\ 
\ 

1)0 200 3 DO 4 DO 

Antwort: Das grõBtmõgliche Rechteck, das mit dem Riemen aufgespannt werden 
kann, ist 200 m lang und 200 m breit. Seine Flache betragt 40000 m2. 

Das grõBtmõgliche Rechteck ist ein Ouadrat. Würden wir mit einem anderen Wert 
für den Umfang die Aufgabe bearbeiten, so müssten wir beim Auflõsen nach y den 
Umfang halbieren und beim quadratischen Erganzen noch einmal. Der Scheitel 
ergibt sich also stets, wenn x ein Viertel des Umfangs ist: 

Von allen Rechtecken mit gleichem Umfang hat das Ouadrat den grõBten 
Flacheninhalt. 

B. Der Strahlensatz als Lõsungshilfe 

Beispiel: Aus einer trapezfõrmigen Marmor­
platte soll, wie rechts dargestellt, das 
Rechteck mit dem grõBten Flachenin­
halt herausgesagt werden. Wie sind 
die Abmessungen zu wahlen? 
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Lósung: x em sei die Uinge des Reehteeks, 
yem die Breite und 
A em2 der Flaeheninhalt. 

A = xy 

Der Strahlensatz liefert uns eine Glei ­
. ehung zum Eliminieren von y: 

Verhaltnis ihrer 
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Q' 
r----
I 
I 
I 
I 
I r----60-----, 
t x L ___ ""'--__ .....J-__ 
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---- 75 -----
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"Verhaltnis der 
Parallelstreeken Entfernungen vom Kreuzungspunkt" 

PO zp 
-

P'O' ZP' 

y 100 -x I · 60 60 ------yg-

= 60 (1 00 - x) = i (1 00 _ ) 
Y 75 5 x 

Also: 

4 A = xy = x . - (1 00 - x) = 
5 

4 
= 5" (- x2 + 100x) = 

= - i (x2 -1 OOx + 502 - 502) = 
5 

= - i (x - 50)2 + i . 2500 = 
5 5 

= - i (x - 50)2 + 2000 
5 . 

Seheitel S (5012000) 

lA 

b{'\, ,,{'\ ? 
I' i\. 

...h l l{'\ I \ 
, \ 

~ {'\ I{'\ " \ 

/ [\ 
.... JV I \ 

O 5 fO 5 nO x 

Aus der Abbildung der Marmorplatte entnehmen wir, dass die kleinste Lange 
des Reehteeks 25 em und die gró~te 100 em ist. Die Flaehenfunktion x H A 
besitzt somit die Definitionsmenge D = [25; 1 OOJ. 

Diese enthalt die x-Koordinate des Seheitels der naeh unten geóffneten 
Parabel. Der Seheitel liefert also die grõ~te Reehteeksflaehe: 

x = 50; 
4 

Y = 5" (100 - 50) = 40; A = 2000 

Antwort: Die gró~te reehteekige Platte, die aus der Marmorplatte herausgesehnitten 
werden kann, ist 50 em lang und 40 em breit. Ihr Flaeheninhalt betragt 
2000 em2. 
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§ 14 Extremwertaufgaben 

AUFGABEN 

1. Weideflachen 

Eine reehteekige Weideflaehe soll angelegt 
werden. 

a) Sie wird von zwei Mauern und einem 30 m 
langen Zaun begrenzt (Figur a). 

b) Sie wird von einer Mauer und einem 30 m 
langen Zaun begrenzt (Figur b). 

e) Sie wird von zwei Mauern und einem 30 m 
langen Zaun begrenzt (Figur e). 

VVie muss man den Zaun anbringen, damit sieh 
jeweils das Reehteek mit dem grbBten Flaehen­
inhalt ergibt? 

2. Einbeschreibaufgaben 

a) Ein Ouadrat ABCD hat die Seitenlange 
10 em. Tragt man von jedem Eekpunkt auf 
der folgenden Seite x em ab, so erhalt man 
die vier Punkte P, O, R und S. Für welehen 
x-Wert hat das Ouadrat PORS den kleinsten 
Flaeheninhalt? Wie groB ist dieser? 

b) Ein Reehteek ABCD ist 8 em lang und 4 em 
breit. Tragt man von den Eekpunkten A und 
C auf den beiden anliegenden Seiten jeweils 
x em ab, erhalt man die vier Punkte P, O, R 
und S. Für welehen x-Wert hat das Paralle­
logramm PORS den grbBten Flaeheninhalt. 
Wie groB ist dieser? 

e) Ein Ouadrat ABCD hat die Seitenlange 
4 em. Tragt man von der Eeke C auf beiden 
anliegenden Seiten jeweils x em ab, so er­
halt man die Punkte P und O. Für welehen 
x-Wert hat das Dreieek APO den grbBten 
Flaeheninhalt? Wie groB ist dieser? 

3. Marmorplatte 

Aus einer dreieekfõrmigen Marmorplatte soll, 
wie reehts dargestellt, eine reehteekige der Lan­
ge x em herausgesagt werden. 

a) Bestimme den Term, der den Flaeheninhalt 
A em2 in Abhangigkeit von x besehreibt! 

b) Gib die Definitionsmenge D der Flaehen­
funktion x ~ A an! Ermittle die Seheitelko-
ordinaten der zugehbrigen Parabel! 

e) Zeiehne den Graphen der Flaehenfunktion x ~ A! 

a) p ::: 
I I 
I I 
I I 

I I II 
I I 11 

b)';hc)~ 

~ II~ 
I I I I 
I I I I 
! I II 

R x e 
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10cm 

l 

----- 8cm --..... -

------80cm~ 

d) Wie muss man Lange und Breite wahlen, damit man die reehteekige Platte mit dem 
grõBten Flaeheninhalt bekommt? Wie viel Prozent der ursprüngliehen Flaehe entfallen 
auf die grbBte Reehteeksflaehe? 
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4. Stark beschadigte Tischplatte 

Aus dem trapezfõrmigen, unbeschadig­
ten Teil einer wertvollen Tischplatte soll 
ei ne rechteckige herausgesagt werden. 

a) Entnimm der Abbildung die Defini-
tionsmenge der Flachenfunktion 
x~A! 

b) Bestimme den Term, der den Flachen­
inhalt A cm 2 des Rechtecks in Abhán-
gigkeit von x beschreibt! 
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I 
80cm 

l A 

x 

--------120cm------~ 

e) Ermittle die Scheitelkoordinaten der Parabel! Zeichne den Graphen der Flachenfunk­
tion x~A! 

d) Wie muss man Lange und Breite wahlen, damit das Rechteck den grõ[l,ten Flachenin­
halt bekommt? Wie gro[l, ist dieser? 

5. Beschadigte Tischplatte 

Aus dem unbeschadigten Teil einer wert­
vollen Tischplatte soll ei ne rechteckige 
herausgesagt werden. 

a) Bearbeite die Aufgaben 4a) bis d) für 
die rechts dargestellte Tischplatte! 

b) Wie viele Ouadratzentimeter der 
Tischplatte verschenkt man, wenn 
man anstatt des Rechtecks mit dem 
grõ[l,ten Flacheninhalt durch nur ei­
nen Schnitt bei x = 90 das linke 
Rechteck absagt? 

1 
80cm 

J 

30cm -----"----i • 
i---------~ ,20cm 

, , 
A 

x 

--------120 cm-------

75 




