
§ 2 Ouadratwurzeln 

2 . Beispiel: VX2 - 2xy + y2 = V (x _ y)2 = 

= I x _ I = { x - y, wenn x - y ~ 0, d. h. x ~ y ist 
y - x + y, wenn x - y < 0, d. h. x < y ist 

AUFGABEN 

1 . S tellenregel 
a) Wie viele Stellen besitzt die Wurzel aus einer (2n - 1) - oder 2n-stelligen Ouadrat­

zahl? 

b) Wir teilen die Ouadratzahlen 900, 8100, 90000, 810000 und 0,0009 vom Komma 
aus nach links und rechts in Zweierpackchen auf: 

9 00 81 00 9 00 00 81 00 00 0,00 09 

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Anzahl der Zweierpackchen und der 
Anzahl der Stellen der Wurzel? Best imme die Wurzeln und schreibe unter jedes 
Packchen die zugehõrige Ziffer der Wurzel! 

e) Wir interessieren uns für die Wurzel V 4 761. Zerlege die Ouadratzahl 4 761 in 
Zweierpackchen. Welche Zehnerziffer besitzt aufgrund des zugehõrigen Packchens 
die Wurzel? Welche beiden Einerziffern kommen aufgrund der Einerziffern des 
~adikanden für die Wurzel in Frage? Welche Ziffer ist die richtige? Gib V 4761 an! 
Uberprüfe dein Ergebnis mit dem Taschenrechner! 

2. Die Radikanden der folgenden Wurzeln sind Ouadrate rationaler Zahlen. Ermittle die 
Wurzelwerte ohne Verwendung des Taschenrechners! 

a) v64 b) v169 e) V289 

e) V10000 f) VW g) VO,09 

i) V 4900 k) V 19600 I) v961 
n) V4489 o) V53,29 p) V67,24 

r) VO,0225 s) · V1 444 t) VO,0144 

3. Bestimme, falls es eine rationale Wurzel gibt, deren Wert! 

1/1 114 1/100 
a) V 4 b) V 9" e) V 81 

1/2 1/3 1(32 
e) V"7 f) V 4 g) V n-
.) 1 fi3 k) 1 fi8 I) 1 j32 
I V92 V63 V48 

4. Wie lang ist die Seite eines Ouadrats mit dem Flacheninhalt 

a) 400 cm2 b) 3,24 m2 e) 0,0441 mm2 

d) V529 

h) VO,0001 

m)V3481 

q) VO,2209 

u) V15625 

d) 1 fI8 V50 
1(75 

h) Vm 
1(64 

m) V 256 

5. Wie lang sind Basis und Basishõhe eines geichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit 
dem Flachen inhalt 

a) 25 cm2 b) 1 cm2 e) 0,36 m2? 
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§ 2 Ouadratwurzeln 

6. a) (VJ6)2 b) (V256)2 e) y'72 d) ~ 
e) q/ "P)2 (p Ouadratzahl) f) R (qEQ+) 

7. a) V( _6)2 e) V(-2,5? d) V .(-19,5)2 

e) ~ (rEQ) f) V ( - s) 2 (s E Q) 

8. Schreibe als Ouadratwurzel: 

a) 3 b) 9 

e) -~ f) I u I 
Nr. 9 und 10: Radiziere! 

e) -3 
g) v2 

9. a) V9a2 b\ V16~2 1-. 2 ) I a u e) yO,25a4 b2 d) yo,04x8 y4 

e) 2a 2 
- v4"ã4 

h) u - V4lJ2 
f) ~-x g) 6z + V36z2 

i) 2m2 - V (3m2)2 k) 9 b2 - Vr-( --9-b-=-2 )--=-2 

10. a) Vx2 -10x+25 b) V z2+49-14z 

d) V1 + 6x + 9x2 e) Vx4 + 1 + 2X2 

g) V6,25 p2_2pq+0,16q2 h) Va2+i+a 

11. Ergãnze den Radikanden zu einem vollstãndigen 
notwendig, eine Fallunterscheidung durch! 

a) Vx2-12x+... b)Vy2+6y+ ... 

d) Vx2 + 81 -... e) Va 4 + 1 +. . . , 

g) V1 + 4a2 + ... h) Va2 - ab + . .. 

e) Va 2 + 2ab + b2 

f) V4a2 + 4ab + b2 

i) V16r2 - 28rs + 49s2 

Ouadrat! Radiziere! Führe, falls 

e) VZ2 - 5z + ... 

f) V 4u2 - 4uv + ... 

i) V9b 2 + b + .. . 
m)V4x2 +~x + .. . 

12. Es sei a eine negative rationale Zahl. Vereinfache folgende Terme! 

a) a+Va2-2a+1 b) a2-Va4 +9+6a2 

e) V4a2 - 4a + 1 - JI4ã2 d) VO,25a2 - Va2 +i- a 

e) V (- 3a2)2 - V81 a4 + 1 + 18a2 f) a VO,64a 2 - V'-0-,6-4-a4-:-+-8-a2:::-+- 2-5 

Tüftelecke 
Herr K. behauptet, beweisen zu kbnnen, dass 3 = 4 ist. 

Beweis: 9 - 21 = 16 - 28 

9 - 21 + 49 = 1 6 _ 28 + 49 
4 4 

(3_;)2 =(4_;)2 
3-2.=4-2. 

2 2 

3=4 

Wo steckt der Fehler? 
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§ 3 Irrationale Quadratwurzeln 

2. Welche rationale Zahl liegt jeweils in allen Intervallen der Intervallschachtelung? 

a) [0,6; 0,7] b) [1,9; 2,1] e) [1,8; 2] 
[0,66; 0,67] [1,99; 2,01] [1,98; 2] 

[0,666; 0,667] [1 ,999; 2,001 ] [1,998; 2] 
[0,6666; 0,6667] [1,9999; 2,0001 ] [1,9998; 2] 

3. Gib die ersten fünf Intervalle einer Intervallschachtelung an, in der die folgende rationale 
Zahl liegt: 

a) i b) ~ e) ~ d) ~ e) ~ 
39964 

4. Bilden die folgenden Intervalle den Beginn einer Intervallschachtelung, wenn man 
~inngemaB fortsetzt? Begründung! 

a) [0,4; 0,7] b) 
[0,49; 0,61 ] 

[0,499; 0,601 ] 
[0,4999; 0,6001 ] 

[2; 3] 
[2,31; 2,32] 

[2,3131; 2,3132] 
[2,313131; 2,313132] 

e) [4,4; 4,5] 
[4,54; 4,55] 

[4,554; 4,555] 
[4,5554; 4,5555] 

5. Untersuche, ob die folgenden Zahlen rational oder irrational sind: 
(Hinweis: zu e), f), g): Nimm dazu an, die Zahl sei rational und führe diese Annahme zu 
einem Widerspruch.) 

a) v3 b) v4 e) 115 
e) 1 + 112 f) 3· 112 g) 1 : 112 

6. Gib die ersten fünf Intervalle einer Intervallschachtelung für folgende Wurzeln an! 
Entnimm dieser jeweils den Anfang der Dezimaldarstellung! 

a) v3 b) v4 e) 115 d) v6 
7.8ruch- und Dezimaldarstellung rationaler Zahlen 

a) Zeige, indem du die Division durchführst: 

1-1 -1 -1--
"9 = 0,1; 99 = 0,01; .999 = 0,001 ; 9999 = 0,0001 

b) Wandle in Dezimalbrüche um: 

3 1 7. 7 . 1 3 . 5. 2 23. 52 
"4 ' 50 ' "9' 99 ' 33 ' 11' 999' 111 

e) Schreibe mit Bruchstrichen: 

0,2; 0,55; 0,1; 0,5; 0,03; 0,27; 0,027; 0,369 
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§ 5 Die reellen Zahlen 

6. Die Zahl 1 + v2 .ist irrational. 

a) Untersuche, ob 1 + v2 Ouadratwurzel aus einer rationalen Zahl ist! 

b) Ist jede irrationale Zahl Ouadratwurzel aus einer rationalen Zahl? Begründung! 

7. a) Ist VV2 Ouadratwurzel aus einer rationalen Zahl? 

b) Gib eine Intervallsehachtelung für VV2 an! 

e) Ist VV2 eine reelle Zahl? Begründung! 

d) Sind in IR auch die Quadratwurzeln positiver irrationaler Zahlen enthalten? Begrün­
dung! 

Ergãnzungen und Ausblicke 

Zur Geschichte der reel/en Zahlen 
Im 5. Jh. v. Chr. entdeckten Pythagoras und seine Schüler, dass sich das U:ingenverhaltnis 
aus Diagonale und Seite eines Ouadrats nicht durch ein Verhaltnis ganzer Zahlen 
ausdrüeken lasst. Sie nannten solehe Verhaltnisse "unausdrüekbar" im Gegensatz zu den 
"ausdrüekbaren". Ins Lateinisehe wurden diese Bezeiehnungen mit "irrational" und 
"rational" übersetzt. Die Entdeekung "unausdrüekbarer" Langenverhaltnisse erregte 
groBes Aufsehen, da sie die Harmonie zwisehen Geometrie und Arithmetik zerstõrte. 
Eudoxos von Knidos (408-355 v. Chr.) entwiekelte ein Reehnen mit solehen Verhaltnis­
sen, das einer Theorie der Irrationalzahlen nahe kommt. Erst zu Beginn der Neuzeit haben 
sieh die irrationalen Zahlen durehgesetzt: Michael Stifel (1487-1567) und Simon Stevin 
(1548-1620) versuehten sie zu definieren. Aber erst Richard Dedekind (1831-1916) 
und Georg Cantor (1845-1918) gelang es, befriedigende Theorien der reellen Zahlen zu 
entwiekeln. 

Tüftelecke 

Der Elefant und das Nadelohr 
Sehneide aus einem Blatt Papier ein 
kreisfõrmiges Loch vom Durehmesser 
2,0 em heraus. Ein Fünfmarkstüek hat 
einen Durehmesser von 2,8 em. Versuehe 
ein Fünfmarkstüek dureh das Loeh zu 
sehieben! 
Gelingt es nieht, legedas Papier so zu­
sammen, dass das Loeh zu einem Halb­
kreis an der Faltkante wird (siehe Abbil-
dung) . Wie lang sind AC und BC? Ver-

1cm 

gleiehe mit dem Durehmesser des Fünfmarkstüeks! Wie kann man folglieh das Geldstüek 
dureh das Loeh gleiten lassen? 
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§ 6 Das Rechnen mit Ouadratwurzeln 

2. Teilweises Radizieren 
Spaltet man im Radikanden Ouadrat- Faktoren ab, lassen sich diese radizieren. So 
entstehen einfachere Radikanden. 

Beispiele: a) v12 = ~ = v4 . v3 = 2V3 
b) v?=~=~·Va =aVa 

3. Addieren und Subtrahieren von Ouadratwurzeln 
Summen und Differenzen von Ouadratwurzeln lassen sich nur zusammenfassen, 
wenn man mithilfe des Distributivgesetzes Wurzeln mit gleichen Radikanden 
ausklammern kann. 

Beispiele: a) 3112 + 7112 = (3 + 7) . 112 = 10112 
b) va -112 =2112 -112 =112 

Wurzeln mit gleichen Radikanden werden also addiert, indem man die Koeffizien­
ten addiert und die Wurzeln beibehi:ilt. 

4. Rationalmachen des Nenners 
Ohne ei nen Taschenrechner erfordert die Division durch ei nen mehrstelligen 
Ni:iherungswert für eine irrationale Ouadratwurzel einen hohen Rechenaufwand. 
Deshalb erweitert man Brüche so, dass im Nenner eine rationale Zahl entsteht. 

1 B · . I' 1 _ 1 .}/2 - ~ 
. elsple. v'2 - 112 . 112 - 2 

Tritt im Nenner eine Summe oder Differenz mit Wurzeln auf, hilft die "Plusminus­
formel" weiter: 

2 Beis iel' 1 = 1 . <lI! - JI2) = JI! -}/2 = v! - v2 
. p. v7 + 112 (117 + 112) (117 - 112) 7 - 2 5 

Wir fassen die Regeln zum Rechnen mit Ouadratwurzeln zusammen: 

Produkte und Ouotienten dürfen gliedweise radiziert werden. 
Produkte und Ouotienten von Wurzeln k6nnen zu einer Wurzel zusammengefasst 
werden. 
Summen und Differenzen dürfen nicht gliedweise radiziert werden. 
Eine Summe von Wurzeln kann nur zusammengefasst werden, wenn der gleiche 
Radikand vorliegt: Dann werden die Koeffizienten addiert und die Wurzel 
beibehalten. 

AUFGABEN 

Die im Folgenden auftretenden Variablen vertreten positive ree"e Zahlen. Verwende den 
Ta$chenrechner nur dann, wenn es ausdrücklich gefordert wird! 

1. Fasse unter einer Wurzel zusammen und radiziere! 

b) 3VV'V3 c) V16,9' 00 d)t!5·1f7,2 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

)i?I e V2 
f) ~ 

1163 

) 111,25 .l/4O 
g v2 WXvg h) 135: 45 

i) va·Va k) Vb · ~ I) Vx·lfXv2 m)yY:Va 

n) V2ac .~ o) ~:Vqr 3r 27p p) vi ~ V~ q) 6,48u ~ 
O,09vw: UV 

2. Radiziere! 

a) V25 ·49 b)~ e) V81 . 121 d) V64 ·225 

e) VO,01 ·324 f) VO,0036· 1,44 g) VO,0009 ·0,0625 h) VO,0049 . 0,0729 

i)~ k) V64· 104 I) V1 ,96·106 m)V4,41·108 

289a2 b4 

n) V25e 2 f2 o) VU 2
V

4
W

6 p) q) 529x6
y 8 

3. Radiziere! 

a) VT63 b)V6·10·15 e) VO,9· 810 d) V2,5·103 

e) V4,9· 105 f) V 1 2,1 . 1 09 g) V28,9 · 10" h) V3 ·10,8 .105 

.)~ k) V 6,4 I) 
57,6 ·27 

m) 
18·98 

I 32 36,1 250·48 7,5·19,2 

4. Radiziere teilweise! 

a) va b) v48 e) 21163 d) 3]/162 

e) 511192 f) 3V288 g) 2V507 h) 5V980 

i) Vab2 k) V25r2s I) V81 a4 b2c m)lR 

n) V27 p3 q2 r o) Vx2 + y2 p) Va 2x + a2
y q) V Z 3 + Z2 

~ ) VO,04U' ~ u) 54z5 + 27z4 

r) - s 9v5 t) ~ w 2 O,03 y 2 

5. Ziehe unter das Wurzelzeichen! 

a) 2Vc b) i-Vd e) xVY d) 3ryr . 

e) -3ryr f) y2VVZ g) aVb+C h) 2uVu + 3v 

í) pq~ k) "v1 I) xy V16Z' m) 3a 3a + 1 
b a 4z x2

y 27a3 + 9a2 

6. 8erechne: 

a) v9 + v16 - v9+16 b) V9. v16 - V9T6 

e) 069 - 1125 - V169 - 25 
d) 11169 : 1125 

V169: 25 

e) (V144· 1125 - V144· 25)2 f) (V144 + 1125 - V144 + 25)2 

~Rf1 g) 1 16 - 1 + 16 + 1 .16 NMN h) 9. 16 - 1016 + 9 + 16 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

Nr.7 bis 9: Fasse so weit wie mõglich zusammen! 

7. a) 5112 + 3112 b) y7 + y7 e) 113 - 112 
d) 3112 - 2113 + 112 e) 7113 - 3112 + 113 f) 115 - 4 y7 + 4115 + y7 
g) 2115 - 6112 + 3115 + 112 h) 5Va - 40J + va -0J 
i) va + 0J - ya+b k) 2Va + 0J - 3ya+b - 3Va + 30J 

8. a) t/45 +l!2o +115 b) vn -08 +Y8-112 
e) 112 - y4 + va -06 + 1132 - v64 d) 113 - v9 + y'27 - VS1 + V243 - V729 

e' 1 ~o'- + "1;;; "~M7 ) V I '-J "'"V"-LV L1 

g) 2t/45 - 4 y'63 + V245 + y'28 

L\ V'll!'l 1100 I ..11/0 ~1~ V')f'\f'\ 
I J L"i""," - V vO T '"+ V o - 5 V >JV - LVV 

9. a) a + 1f<i2 b) a + 31f<i2 e) aVa + y'a3 
d) a + y'a3 e) VXV2 - Vx2y f) bV2 - 20J + V2b2 

g) a0J + 0 + bVa + yab2 h) aVa - yab2 + v4c3 + y'a3 
i) xVv - Vx2y2 - 0 - VXV2 k) 2tfr113 - 3m1fr112 + 4mVm + 5m2 

10. Multipliziere und radiziere so weit wie mõglich: 

a) (1 + V2) . v2 b) (y'27 -}112) . v3 e) (05 + l!2o) . v5 
d) (050 + 205 - 2,5V24) . v6 e) (7V2 - 5116 - 3Y8 + 2V24) ·3Y2 

f) (4 - V5) (12 + 3V5) g) (V6 -}112) q/3 + 116) 

h) (]/5 + 113) (1/5 - 113) i) (V5 + 113)2 

k) (]/5 - 113)2 I) (1 + Y2) (1 - V2) 

m) (1 - Y2)2 n) (3Y2 - 2113)2 

o) (1 + y2 + 113)2 p) (1/5 - 1) (6 + 080) 
11. a) (0" - 113)2 - (y7 + 113)2 b) (01 - y7) (01 + y7) - (01 - y7)2 

e) (5V2 + 2115)2 - (5Y2 - 2115)2 d) (113 - V2)2 - (V3 + 112) (}112 - Y8) 
e) (Y2 + 2113)2 + (2V2 - 113)2 f) (Y6 + 113) (Y6 - 3113) - (Y6 - 113)2 

g) (}112 - 3y'27 + 5113)2 h) (2y8 - 308 - 2y50)2 

12. 8erechne zuerst ohne Taschenrechner den genauen Wert und dann mit Taschenrechner 
einen Naherungswert: 

a) (Y2 - 115 + y7) (V2 - 115 - y7) - (V2 - 115)2 
b) (2 - V3)2 - 4 (2 + 113) (2 - V3) + (2 + V3)2 
e) (V3 - 2115)2 - (V3 + 2115) (2]/5 - 113) + (V6 + 00)2 
d) (V6 - VW)2 - 2 (y'6 + 00) q/3 - 115) + q/3 + 115)2 
e) (3}112 - 2112 - y'27)2 ~ 3 (2 - Y6)2 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

13. a) (V2X + V3x3
) . V6X 

e) (2Vx - 5VY)2 

e) (va -;.-)' 

b) (Va + 0»2 
d) (VP + 01) (0) - 01) 
f) <v;+b + yb) (v;+b - yb) 

14. Vereinfache so weit wie mõglich! Welche Bedingungen müssen jeweils an die Variablen 
gestellt werden, damit die Wurzelterme definiert sind? 

a) (1 + 2Va + a) (1 - 2Va + a) - (1 + Va) (1 - Va) 
b) (v;+b + ya=b) 2 - (v;+b _ ya=b) 2 

e) (1 + VR+1) (1 - VR+1) - (1 - 0<)2 

d) (VX"+1 + yx=--1 + V2X) (VX"+1 + yx=--1 - V2X) 

15. a) V8 + y15 . V8 - v15 
c)V6-y12·V9+VD 
e) Vx +VY· Vx -VY 

16. Beweise durch Termumformung: 

a) V4+2V3 = 1 +113 
e) V9 -4V5 =V5-2 
e) y'15 -4V14 =118-117 

b) y'6 - 2]/5 . y'6 + 2V5 
d) v'2+l73 . y'2 v2 ~ v6 
f) V x + V x2 - y2. V~x -------:V;==x2=-=y=2 

b) y'4-2Y3 =113-1 
d) y'5 +2]/6 =V2 +113 
f) y'16-4t!15 =V1O-V6 

17. Mache den Nenner rational und vereinfache so weit wie mõglich! 

1 
a) -

v3 
3 d) 5 

e) 2V7 2V3 b)~ 
y5 

4 
e) - ) 2vP h) ~. Vf va 
i) v2 + Jz 

f) u1 
v2 

k) 113 __ 1 
v3 

g 113 7 3 
1 

I) 5 - y5 

m)~-5v'7+~ 
v7 117 

18. Vereinfache so weit wie mõglich: 

n) 1:'1 + l fi + _1_ 

v2 V3 v6 

b) (~ - v!f)' - (~ + v!fy 
d) (V2! -va _ ~)2 _ (l fi __ 1 ) (l fi + _1 ) 

y12 2 V3 v2 V3 112 
19. Mache den Nenner rational! 

a) y5 _ 113 b) 5 
v3 + 1 

6 
e) 2 - v2 
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§ 6 Das Rechnen mit Quadratwurzeln 

d) 2 
3v7 + 4y'3 
tf5-y!2 

g) 115 +}12 

f) 2@ 
vi1 +4 

i) VJ5 + 2}/5 
05 -2115 

20. Berechne zuerst ohne Taschenrechner den genauen Wert und dann mit Taschenrechner 
einen Naherungswert! 

a) 25-5tf5 - ~-101/I b) 12+20 _611I_~ 
115 3 + 115 V5 y'3 V 3 y'3 - 1 

r) 15-70>" _~-+-~11I ri) _1_ -+- 1 _~ ", V6 116+ 3 ' -V6 - , y2 2y2-4 2}12 

e) (v5;r _#;P -Js). (~ -k) 
21. Beseitige die Wurzeln im Nenner! 

1 
a) vx 
d) r}/S - s0 

vrs 
a-b 

g) Va - b 

b)l 
VY 
a-1 

e) --va +1 
h) a - b 

Va-Vb 

e) vi 
f) 3 - 2}/X 

3+2Vx 
i) u -v 

VU+VV 
k) a + 0lb + b 

Va+Vb 
I) 4x-2J!XY+y 

2Vx -VY 
m) 9a + 6}/ab + b 

y'b + 3Va 
22. Vereinfache so weit wie m6glich! Welche Bedingungen sind jeweils an die Variable zu 

stellen, damit die Terme definiert sind? 

d x d x 2 
a)~+~---0-1 0+ 1 x-1 

c)~-~ 0- 3 VX-9 
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b)~_}/X-2_~ 
0-2 0+ 2 x-4 

1 d x 1 
d)--~+--vx Vx-1 x-VX 



§ 7 Quadratische Gleichungen 

1 . Beispiel: x2 + 3x = O 

(x + ~)2 = (~)2 

Ix+~I~~ 
3 3 3 3 

x+2"=2"vx+2"=-2" 

x=Ovx=-3 

L={-3;O} 

Wesentlich einfacher und schneller findet man hier aber die Lõsungen, wenn man 
den Term faktorisiert. 

2. Beispiel: x2 + 3x = O 
x(x + 3) = O 

x=O v x+3=0 
x=O v x=-3 

L={-3;O} 

Nicht nur . im Fali e = O kann man das aufwandige Lõsungsverfahren durch 
quadratische Erganzung umgehen. Lasst sich ein Linearfaktor ausklammern, kommt 
man schneller zum Ziel. 

3. Beispiel: (x - 3)2 + 5 (x - 3) = O 
(x - 3) (x - 3 + 5) = O 

x-3=Ovx+2=0 
x=3vx=-2 

L = {-2; 3} 

AUFGABEN 

1. a) x2 = 49 

d) x2 = 11 

g) x2 = 0,9 

2. a) 2X2 = 1 
d) 50x2 = 27 

g) 1/3X2 - v48 = O 

b) x2 = i 
9 

e) x2 = - 9 
h) x2 = (_4)2 

b) 3x2 = 4 
e) 1/3X2 = 15 

h) ~X2 - ~ = O 
3 27 

e) x2 = 5 

f) x2 = v2 
i) x2 = - ( - 5)2 

e) 9x2 = O 

f) v2 x2 + 08 = O 

.) 1& 2 liIT - O 
I 12 x - 4 -

3. Unter welcher Bedingung besitzt die allgemeine reinquadratische Gleichung ax2 + e = O 
(a =F O) keine bzw. eine bzw. zwei Lõsungen? 

4. a) (x - 5)2 = O b) x2 + 14x + 49 = O 

d) x2 - 8x = - 16 

5. a) x2+ 10x-96 = O 

d) x2 + 16x + 63 =0 

40 

e) 6x - x2 = 9 

b) x2 - 4x + 3 = O 
e) y2 -12y - 288 = O 

e) x2 - 1 6 x + 64 = O 
9 

f) x2 + 3x + 4 = O 

e) x2 - 2x - 3 = O 

f) x2 - 28x + 196 = O 



§ 7 Ouadratische Gleichungen 

6. a) x2 + 3x - 54 = O 

d) Z2 - 23z + 90 = O 

7 . a) x2 
- 2x - 1 = O 

d) x2 = 4x-1 

8. a) x 2 + 4x + 5 = O 
d) x 2 

- 4x - 5 = O 

9. a) 2X2 + 2x - 60 = O 

d) 2X2 + 7x + 3 = O 

10. a) x2-4x = O 

d) 4x2 - 3x = O 

11. a) x(x-4) - 6(x-4) = O 

e) 2x (x - 1) = 4 (x - 1 ) 

e) 2x (x - 3) = 3 (3 - x) 

12. a) (X-1)2+ (x2 -1) = O 

e) (x + 1)2 - 2 (x2 + 1) = O 

b) x2 + 19x + 78 = O 

e) x2 
- ! x - ! = O 

2 2 

b) x2 + 6x + 7 = O 
e) 16 - 6y = y2 

b) x2 + 4x - 5 = O 

e) x2 - 4x + 4 = O 

b) 2X2 - 6x + 4 = O 

e) 3x2 = 1 Ox - 3 

b) 3x2+9x=0 

e) x2 = x 

e) - x2 + X + 90 = O 

f) x2 =; -~x 
e) x 2 + 8x + 16 = O 
f) x + 1 = x2 

e) x2 
- 4x + 5 = O 

f) x2 
- 4 x - 4 = O 

e) 2X2 + 5x + 2 = O 

f) 23x + 10 = 5x2 

e) 2X2 - 5x = O 

f) V8X2 = V6x 
b) 3 (2x + 3) - x (2x + 3) = O 

d) (5 - x) (x + 1 ) = (5 - x) (2x + 5) 

f) (2 x + 1) (2 x - 3) = (3 - 2 x) (3 x + 2) 

b) (x - 3)2 - 2 (x2 - 9) = O 

d) 5(x+2)2_(x2 +4) =0 

e) (5 - X)2 = (2x -10) (x + 1) f) x2 -16 = (12-3x) (2-x) 

13. Tiefe des 8runnenschachts der Wülzburg 

a) Stelle nach Seite 37 a) die gemischtquadratische Gleichung für die Fallzeit x 
Sekunden des Steins auf! 

b) Berechne die Fallzeit in Sekunden auf 2 Dezimalstellen genau! 

e) Berechne die Schachttiefe bis zum Wasserspiegel auf Meter genau! 

d) Nach einer historischen Ouelle ist der Brunnen 481 Pariser Fur." nach einer anderen 
524 bayerische Fur., tief. Für diese veralteten Uingenmar.,e gilt: 1 Pariser Fur., = 0,325 
Meter, 1 bayerischer Fur., = 0,292 Meter. Berechne die historisch überlieferten 
Schachttiefen und vergleiche mit dem Wert von e)! 

Ergãnzungen und Ausblicke 

UND- und ODER- Verknüpfung van Aussagen 
Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist. Verknüpft man zwei 
Aussagen durch das Bindewort und, entsteht wieder ei ne Aussage, z. B.: 
"Heute ist Mittwoch und heute schneit es." 
Diese Aussage ist nur dann wahr, wenn sowohl die erste Teilaussage als auch die zweite 
wahr ist, andernfalls ist sie falsch. In der Mathematik schreibt man für und das Zei­
chen 1\. 

Aussagen kann man auch durch ader verknüpfen, z. B.: 
"Goethe ist an einem Donnerstag oder an einem Freitag geboren." 
" Der Aufzug hãlt in jedem Stockwerk, in dem Leute ein- ader aussteigen wollen." 
Das ODER wird hier in zwei Bedeutungen verwendet: Im ersten Beispiel in der in der 
Umgangssprache am hãufigsten benutzten Weise im Sinn von "entweder ade,'. Die 
Gesamtaussage ist genau dann wahr, wenn eine Teilaussage wahr und die andere falsch 
ist. Im Gegensatz dazu wird man die zweite ODER-Aussage auch dann noch als wahr 
bezeichnen, wenn sowohl die erste als auch die zweite Teilaussage wahr ist. ODER wird 
hier im Sinn von "ader auch" verwendet. Die in der Mathematik mit v bezeichnete 
ODER-Verknüpfung ist das "einschlier.,liche oder", das "oder auch". 
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§ 8 Die Lõsungsformel für quadratische Gleichungen 

Satz: 

Eine quadratische Gleichung ax2 + bx + e = O (a =1= O) besitzt 

keine Lõsung, wenn D < O ist, 
genau eine Lõsung, wenn D = O ist, 

zwei Lõsungen, wenn D> O ist. 

Für die Lõsungen gilt: _ - b±ylb2 
- 4ac 

x,; 2 - 2a 

c. Biquadratische Gleichungen 

Eine Gleichung der Form ax4 + bx2 + e = O (a =1= O) hei~t biquadratisch1
, weil sie als 

quadratische Gleichung in x2 autgetasst werden kann: 

a (X2
)2 + b (x2

) + e = O 

Ersetzen wir x2 durch eine neue Variable, so kõnnen wir die biquadratische 
Gleichung aut eine quadratische zurückzutühren: x2

:= U 

au 2 + bu + e = O 

Diese Eintührung einer neuen Variablen hei~t Substitution 2
• 

L ósungsschritte 

Beispiel: x4 
- 7x2 + 12 = O; x2:= U Substitutieren 

u2 - 7u + 12 = ° quadratische Gleichung lõsen 

u = 7 ± YI 49 - 4 . 1 . 1 2 
2 

7±1 
u=-2-

u=4 v u=3 

x2 = 4 V x2 = 3 

Substitution rückgangig machen 

x=2 v x=-2 v x=V3 v x=-V3 
L = {2; -2; V3; - V3} 

AUFGABEN 

1. 8erechne die Lõsungen mit der Formel! 

a) 2x2+7x+3=0 b) 10X2+11x+3=0 

d) 5x2 - 8x - 21 = ° e) -1 5x2 - 19x + 56 = O 

2. a) 0,2x2 + 1,6 = 1,14x b) 0,5x2 + 0,15x = 0,27 

d) 3v2 + 4,2 = 8,8v e) 4x2 = 8x + 1 

1 bis (Iat) , zweimal 2 substituere (Iat.), ersetzen 
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e) 3x2 + 8x - 3 = ° 
t) 20X2 - 7x - 6 = ° 
e) 0,7x2 + 0,9x = 1 

t) 24x + 1 9 = 1 8x2 

I 
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§ 8 Die Lõsungstormel tür quadratisehe Gleiehungen 

3. Multipliziere zunaehst jede Gleiehung mit einer Zahl, sodass alle Koettizienten ganzzahlig 
werden! Bereehne dann die Lõsungen! 

a) x2 
- ~x + ~ = O b) Z2 + Zz - ~ = O 

6 6 4 8 
) 

2 3 1 O 
e u - 20 u - 1 00 = 

d) 2v
2 

= ~v + ~ e) ;0 = ~e + 1 ~o t t) 8 2 7 1 2 -y = -y +- y 
7 5 7 

4. Bestimme die Anzahl der Lõsungen mithilte der Diskriminante! 

a) x2+12x + 38 = 0 b) 4x2 -12x+9=0 e) 2x2+5x+3=0 

d) 5x2 - 16x + 13 = O e) 7x2 - 2x - 11 = O t) 12x2 + 60x + 75 = O 

5. a) Wie lautet die Diskriminante D tür die Normaltorm x2 + px + q = O der quadratisehen 
Gleiehung? 

b) Begründe: Ist q < O, so gibt es stets zwei Lõsungen. 

b) x2 + 1 O = v45 x 
e) t/24X=2X2+3 

e) V8x - x2 = 1 

t) 1 4 x + 2 v7 = v7 x2 

7.a) 2x(x+3)-x(x-1)+6=0 b) (4-x)2+(2x-1)2=10 

e) (x - 5) (2x -17) - (x - 7) (3x + 1) = 84 d) (2x - 3) (3x - 2) - (3x - 1 )2 = 10 

8. Bi/der ohne und mit Rahmen 

a) Ein reehteekiges Bild vom Flaeheninhalt 875 em2 ist 10 em langer als breit. Wie lang 
und wie breit ist das Bild? 

b) Ein reehteekiges Bild ist mit Rahmen 80 em lang und 60 em breit. Peter sehatzt, dass 
der übergrolSe Rahmen den gleiehen Flaeheninhalt wie das Bild hat. Wie breit müsste 
dann der Rahmen sein? 

e) Ein reehteekiges Bild ist mit Rahmen 55 em lang und 40 em breit. Der Rahmen hat 
den Flaeheninhalt 850 em2. Wie breit ist der Rahmen? 

9. Der Danebrog 

Die danisehe Nationaltlagge, der Dane­
brog, zeigt ein weilSes Kreuz aut rote m 
Grund. Wie breit müssen die weilSen 
Streiten aut einem reehteekigen Fahnen­
tueh von 3 m Lange und 2 m Breite ge­
wahlt werden, wenn das Kreuz gerade 
ein Drittel der Reehteekstlaehe bedeeken 
soll? 

10. Gib über der Grundmenge IR die Detini­
tionsmenge D an! Bestimme die Lõsungs­
menge! 

a) 2x + ~ = 3 
x 

x 1 
e) 5 _ 2x + 3 _ 2x = 1 

3x -1 8 1 - x 
e) x + 2 - x2 _ 4 = 2 . x - 2 

3x x 6 
g) x - 1 - x + 1 = x2 - 1 

2x-1 22-7x 4x-2 
d) x+2 -~= x2-4 

x x 2 
t) x + 1 - 1 - x = x2 - 1 

h) 5+x 2x _8-3x 
3-x-x-2--x-
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§ 8 Die Lõsungsformel für quadratische Gleichungen 

11. a) x4 - 25x2 + 144 = O 
e) 16x4 -136x2 + 225 = O 
e) x4 + 2X2 - 35 = O 

b) Z4 - 9z2 + 20 = O 
d) 6y4 - 5y2 + 1 = O 

t) x4 + 1 3x2 + 36 = O 

12. Führe zuerst eine geeignete Substitution durch! 

a) (x2 - 9)2 + 5 (x2 - 9) = O b) (2x2 - X)2 - 4 (2x2 - x) + 3 = O 

e) 2(X2+;2y +5=7(X2+;2) d) (2X2-5x)2+4x2=10x+3 

13. Führe die folgenden Wurzelgleichungen zuerst durch eine geeignete Substitution aut 
quadratische Gleichungen zurück! 

a) x-8Vx+15=0 b) x-6Vx+4=0 

e) x + 20< - 24 = O l r:; 30 
d) V x - 29 = vx 

Ergãnzungen und Ausblicke 

Das geometrische Lósungsverfahren des al-Chwarismi T 
Zur Zeit ihres berühmten Mathematikers Muhammed ibn 

10x . Musa al-Chwarismi (783 bis 850 n. Chr.) benutzten die lX 
Araber noch keine negativen Zahlen. Negative Lõsungen 
quadratischer Gleichungen gab es deshalb nicht. L---____ ...L.--.:_---J 

Wenden wir uns einem Beispiel al-Chwarismis zu: 

x2 + 10x = 39 

Geometrisch gedeutet ist es die Aufgabe, die Seitenlange x 
eines Ouadrats zu bestimmen, das zusammen mit einem 
Rechteck der Lange 10 und der Breite x den Flacheninhalt 
39 besitzt. AI-Chwarismi halbierte das Rechteck: Die beiden 
neuen Rechtecke der Lange 5 und der Breite x setzte er 
unmittelbar an das Ouadrat an. Nun erganzte er die Figur 
durch ein kleines Ouadrat mit dem Flacheninhalt 52 zu 
einem groBen Ouadrat. Dieses hat folglich den Flachenin­
halt 39 + 25 = 64. Also besitzt es die Seitenlange 8. Die 
gesuchte Seitenlange des ursprünglichen Ouadrats betragt 
somit x = 8 - 5 = 3. 
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§ 9 Der Satz von Vieta 

Es ist uns gelungen, das Polynom x2 + px + q in Faktoren zu zerlegen. x - x, und 
x - x2 nennt man Linearfaktoren. 
Setzt man in das Polynom x2 + px + q für x die Losung x, oder die Losung x2 ein, 
erhalt man Null. Ein Produkt nimmt nur dann den Wert Null an, wenn mindestens 
ein Faktor Null ist; für x = x, oder x = x2 . So wird verstandlich, dass in der 
Faktorzerlegung die Terme x - x, und x - x 2 auftreten. 
Liegt ein allgemeines quadratisches Polynom ax2 + bx + e vor, muss man zuerst a 
ausklammern und dann entsprechend vorgehen. Also: 

Zerlegungssatz 

Besitzt die quadratische Gleichung ax2 + bx + e = O die Losungen x, und x2 ' so 

gilt: ax2 + bx + e = a (x - x,) (x - x2 ) 

Jetzt konnen wir auch quadratische Polynome faktorisieren, wenn die zugehorige 
Gleichung Losungen besitzt. 

Beispiel: 2X2 + 2x - 12 = 2 (x2 + X - 6) 
= 2 (x - 2) (x + 3) 

AUFGABEN 

(Lõsungen nach Vieta: 
x, = 2; x2 = - 3) 

1. Gib jeweils die Normalform der quadratischen Gleichung an, die folgende Lõsungen 
besitzt: 

a) 3 und 7 

d) -3 und -7 

g) -3 und -3 

b) 3 und - 7 

e) -3 und O 
h) 3 und -3 

e) -3 und 7 

f) 3 und 3 

i) ~ und ~ 
k) 2 + v3 und 2 - v3 
n) v3 + 2 und v3 - 2 

I) 7 + 4 v3 und 7 - 4 v3 
o) v5 - v3 und v5 + v3 

m) - 7 - 5y'2 und - 7 + 5y'2 

p) 1 - 112 und 2 + y'2 

2. Die Vieta-Probe 
Überprüfe mithilfe des Satzes von Vieta, ob die angegebene Menge die Lõsungsmenge 
der Gleichung ist! Berichtige, falls erforderlich, die Lõsungsmenge! 

a) x2+5x+6=0; {2;3} b) x2-3,5x-7,5=0; {-1,5;5} 

e) x2 - 0,5x - 7,5 = O; {2,5; -3} d) x2 -~x -118 = O; {-i; -~} 

3. Versuche, die Lõsungen mithilfe des Satzes von Vieta zu finden! 

a) x2-9x+20=0 b) x2+9x+20=0 e) x2-x-20=0 

d) x2 + X = 20 e) x2 - 17x + 70 = O f) x2 -1 1 x - 26 = O 
g) x2 + 2x - 24 = O h) x2 + 5x - 6 = O i) x2 - 4x + 5 = O 

4. Wie lauten die Formeln des Satzes von Vieta für die allgemeine Form ax2 + bx + e = O 
der quadratischen Gleichung? 

5. Versuche die Lõsungen mithilfe des Satzes von Vieta zu finden! 

a) 2X2 + 32x + 96 = O b) 3x2 + 15x = 108 e) 0,5x2 -1 ,5x = 9 

d) 5x2 + 7x = O e) 49x2 - 21 x + 2 = O f) 2X2 - 5x + 2 = O 
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§ 9 Der Satz von Vieta 

6. Bestimme die zweite Lõsung und den fehlenden Koeffizienten! 

a) x2 + 15x + q = O; x1 = -18 . b) x2 - 6x + q = O; x 1 = 3 + 115 
e) x2 + px + 12 = O; x1 = - 5 - 1113 d) ax2 + 11 x - 35 = O; x 1 = - ~ 

7. Zerlege folgende Polynome so weit wie mõglich in Faktoren! 

a) x2 -13x + 42 b) x2 -15x - 76 e) x2 + 21 x + 108 

d) x2 + 0,2x - 0,24 e) x2 - 8x + 9 f) x2 + 9x + 9 

g) 5x2 + 8x - 21 h) 30x2 - 11 x - 30 i) 2X2 - 6x + 3 

8. Bestimme die Definitionsmenge D (Grundmenge IR). Kürze vollstandig! 

) 
X2 + 7x + 10 

a x2 _ 25 

6x2 -12x -18 
e) 3x2 -12x+ 9 

x 2 - X - 2 
e) x2 + 3x + 2 

f) 4x2 + 4x ~ 3 
4x2 + 2x - 6 

9. Bestimme Definitions- und Lõsungsmenge (Grundmenge IR)! 

a) x
2
-4x+4 = 2 b) 5x + ~ __ 7_ 

x2 - 5x + 6 x2 + 3x + 2 3 - 1 + x 

) 
X2 + 3x - 10 _ x + 5 

e x2 _ 2x - 3 - x - 3 

Tüftelecke 

Begründe den Satz: 

d) _x_ +_x_+ x-12 =0 
x - 2 x + 3 x2 + X - 6 

Hat die Gleichung x2 + px + q = O ganzzahlige Koeffizienten p, q und zwei Lõsungen, 
und ist ferner eine Lõsung eine ganze Zahl, so ist auch die andere eine ganze Zahl. 
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§10 Textaufgaben 

Begrü~ung 

An einer Wanderung nehmen 15 Personen tei/. Zu Beginn begrüBt jeder Tei/nehmer 
jeden anderen mit "Guten Morgen" und durch Hiindeschütte/n. 

a) Wie ott sagt eine Person "Guten Morgen"? Wie ott wird der GruB insgesamt 
ausgesprochen? 

b) Wie ott werden insgesamt Hiinde geschütte/t? 

Wir verallgemeinern: Die Anzah/ der Tei/nehmer sei x. 
e) Wie ott sagt eine Person "Guten Morgen"? Wie oft wird der GruB insgesamt 

ausgesprochen? 
d) Wie ott werden insgesamt Hiinde geschütte/t? 

A. Denksportaufgaben 

Der besondere Reiz von Denksportaufgaben liegt haufig darin, dass man zu 
gewõhnlichen Situationen ungewõhnliche Fragen stellt. 

Beispiel: Bei einer Feier stor.,en alle Teilnehmer miteinander an. Man hart die Glaser 
66-mal klingen. Wie viele Personen nehmen an der Feier teil? 

Ldsung: x ist die Anzahl der Teilnehmer. 
Jede Person hebt (x - 1 )-mal ihr Glas, um mit einer anderen Person 
anzustor.,en. Insgesamt werden also x (x - 1) Glaser gehoben. Da zwei 
angehobene Glaser beim Zusammenstor.,en nur einen Klang erzeugen, 

erklingt es nur halb so haufig, also : (~; 1) -mal. 

x (x - 1) = 66 I . 2 G = N 
2 

x2 
- X = 132 

x2 
- x -132 = O 
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§ 10 Textaufgaben 

_ 1 ±}/1 + 4 . 132 _ 1 ± 23 
X 1 ;2 - 2 - 2 

x, = 12; (x2 = -11 ) 

Antwort: An der Feier nehmen 12 Personen teil. 

Probe: Jede Person hebt 11 -mal ihr Glas. Insgesamt werden also 12 . 11 Glaser 

gehoben. Diese erklingen 12 ~ 11 = 66-mal. 

B. Bestimmen von Zahlen 

Die dezimale Schreibweise der Zahlen stützt sich darauf, dass jede Stelle einen 
bestimmten Wert hat. Zum Beispiel bedeutet 74 ausführlich geschrieben 

74=7,10+4,1. 

Sind in einer Aufgabe die Ziffern einer mehrstelligen Zahl gesucht, muss man von 
dieser Eigenschaft des Zehnersystems Gebrauch machen. Vertritt x die Zehnerziffer 
und y die Einerziffer einer zweistelligen Zahl, so erfasst der Term 

x'10+V'1 

die Zahl. 

Die Quersumme dieser Zahl, d. h. die Summer ihrer Ziffern, ist x + y. 

Nun zu einer entsprechenden Aufgabe! 

Beispiel: Welche zweistellige Zahl, deren Einerziffer um 7 kleiner als die Zehnerziffer 
ist, ist gleich dem Ouadrat ihrer Ouersumme? 

Losung: x ist die Zehnerziffer. 

Term 

Zehnerziffer x 
Einerziffer x - 7 
Zahl X· 10+ (x - 7) = 11 x - 7 
Ouersumme x + (x - 7) = 2x - 7 

11 x - 7 = (2x - 7)2 G = {O; 1; 2; ... ; 9} 

11 x - 7 = 4x2 - 28x + 49 

4x2 - 39x + 56 = O 

_ 39 ± }/392 - 16 . 56 
X1;2 - 8 

x, = 8; (x2 = *) 
Antwort: Die Zahl ist 81. 

Probe: (8 + 1 )2 = 81 
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§ 10 Textaufgaben 

AUFGABEN 

1. BegrüBung 

a) Zu Beginn einer Wanderung begrü~t jeder Teilnehmer jeden anderen mit "Guten 
Morgen". Dieser Gru~ wird insgesamt 272-mal ausgesprochen. Wie viele Personen 
nehmen an der Wanderung teil? 

b) Zu Beginn eines Tischtennis-Turniers schütteln sich die Spieler gegenseitig die 
Hande. Es werden insgesamt 120-mal Hande geschüttelt. Wie viele Spieler nehmen 
am Turnier teil? 

2. Ligastarke 

a) Jede Mannschaft einer FuBballiga bestreitet gegen jede andere Mannschaft ein Hin ­
und ein Rückspiel. Es finden insgesamt 306 
Spiele statt. Aus wie vielen Mannschaften 
besteht die liga? 

b) Jede Mannschaft einer FuBballiga bestreitet 
in der Vorrunde gegen jede andere Mann­
schaft ein Spiel. Es finden in der Vorrunde 
insgesamt 190 Spiele statt. Aus wie vielen 
Mannschaften besteht die Liga? 

3. Díagonalen 

a) Ein konvexes 1 Vieleck hat 104 Diagonalen. 
Wie viele Ecken besitzt es? 

b) Ein konvexes Vieleck hat 12 Diagonalen 
mehr als Seiten. Wie viele Ecken besitzt es? 

4. Prímzahlzwíllínge 

Zwei Primzahlen, von denen eine um 2 grõ~er ist als die andere, hei~en Primzahlzwillin­
ge. Gibt es mit folgender Eigenschaft jeweils Primzahlzwillinge? 

a) Ihr Produkt ist 399. 

b) Ihr Produkt ist um 119 grõ~er als ihre Summe. 

c) Das Ouadrat ihrer Summe ist um 198 grõBer als die Summe ihrer Ouadrate. 

5. Kehrwerte 

a) Die Summe der Kehrwerte zweier aufeinander folgender natürlicher Zahlen ist 2
9
0' Wie 

heiBen die Zahlen? 

b) Die Summe zweier Zahlen ist 3, die Differenz ihrer Kehrwerte ~. Wie lauten die 
Zahlen? 

c) Welche Zahl ist um 1 grõBer als ihr Kehrwert? 

6. Quersumme 

a) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 2 kleiner als die Zehnerziffer. Multipli­
ziert man die Zahl mit ihrer Ouersunime, so erhalt man 900. Wie lautet die Zahl? 

b) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 4 kleiner als die Zehnerziffer. Die Zahl ist 
um 15 grõBer als das Ouadrat ihrer Ouersumme. Wie heiBt die Zahl? 

c) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 2 grõ~er als die Zehnerziffer. Dividiert 
man die Zahl durch ihre Ouersumme, so erhalt man die Einerziffer. Wie lautet die Zahl? 

1 jeder Innenwinkel kleiner als 180°; convexus (Iat.), gewõlbt, gerundet 
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§ 10 Textaufgaben 

7. Spiegelzahl 
Kehrt man die Reihenfolge der Ziffern einer Zahl um, so entsteht ihre Spiegelzahl. 

a) Eine zweistellige Zahl besitzt die Quersumme 9. Multipliziert man die Zahl mit ihrer 
Spiegelzahl, so erhalt man 1944. Bestimme alle Zahlen mit diesen Eigensehaften! 

b) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist um 1 kleiner als die Zehnerziffer. Subtrahiert 
man von der Zahl ihre Spiegelzahl, so erhalt man das Quadrat der Quersumme der 
Zahl. Wie heiP.,t die Zahl? 

e) Die Zehnerziffer einer dreistelligen Zahl ist um 3 grõP.,er als die Einerziffer. Die Zahl ist 
gleieh ihrer Spiegelzahl. Dividiert man die Zahl dureh ihre Quersumme, so erhalt man 
das 14faehe der Hunderterziffer. Wie lautet die Zahl? 

8. Satz von Pythagoras 

a) In einem reehtwinkligen Dreieek ist die grõP.,ere Kathete um 1 em kürzer als die 
Hypotenuse und um 17 em langer als die kleinere Kathete. Wie lang sind die Seiten? 

b) Ein reehtwinkliges Dreieek besitzt den Umfang 30 em. Die Hypotenuse ist 8 em langer 
als eine der beiden Katheten. Wie lang sind die Seiten? 

e) Ein Reehteek hat den Umfang 46 em. Seine Diagonale ist 17 em lang. Wie lang sind 
die Seiten? 

d) Der Umfang eines Reehteeks betragt 82 em. Die Diagonale ist gem langer als eine der 
beiden Seiten. Wie lang sind die Seiten? 

9. Bewegungsaufgaben 

a) Ein Lastkraftwagen benõtigte für eine 150 km lange Streeke 3 Stunden. Dabei konnte 
er auf den ersten 90 km seine normale Durehsehnittsgesehwindigkeit einhalten. Auf 
der Reststreeke musste er wegen sehleehter Besehaffenheit der StraP.,e diese Ge­
sehwindigkeit um 20 km/h herabsetzen. Welehe Durehsehnittsgesehwindigkeit er­
zielte der Lkw auf der ersten Teilstreeke? 

b) Als es noeh keine Sehleusen auf der Donau gab, benõtigte ein Donaudampfsehiff für 
die 91 km lange Fahrt von Passau naeh Linz und die ansehlieP.,ende Rüekfahrt 
insgesamt 11,5 Stunden. Die Driftgesehwindigkeit 1 der Donau betrug 2,5 km/h. 
Wie groP., war die Eigengesehwindigkeit des Sehiffes? Wie lang benõtigte es von 
Passau naeh Linz und wie lang von Linz naeh Passau? 

e) Für eine 18 km lange Streeke benõtigt ein Radfahrer 21 Stunden weniger als ein 
FuP.,ganger, da die Gesehwindigkeit des Radfahrers um 9 km/h grõP.,er ist als die des 
FuP.,gangers. Wie groP., sind die Gesehwindigkeiten? 

d) Ein Sehiff benõtigt für eine 5250 m lange Streeke flussaufwarts 6 Minuten langer als 
flussabwarts. Die Driftgesehwindigkeit1 betragt 3 km/h. Wie lang braueht das Sehiff 
für die Fahrt flussaufwarts, wie lang für die Fahrt flussabwarts? Wie lang würde das 
Sehiff auf einem See für eine 2 . 5250 m lange Streeke benõtigen? 

10. Oldtimer-Dampflok 
Bei einer Dampflok der Baureihe 38 ist der Umfang des Treibrades um 236 em grõP.,er als 
der des Laufrades. Deshalb muss sieh auf einer Streeke von 3,665 km das kleinere Rad 
gerade 500-mal mehr drehen als das grõP.,ere. Bereehne den Umfang der Rader! 

11. Rohrenaufgaben 
Ein Sehwimmbeeken kann dureh zwei Zuflussrõhren gefüllt werden. 

1 driften (Seemannssprache), treiben 
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§ 10 Textaufgaben 

a) Die ei ne würde dazu 6 Stunden weniger als die andere benõtigen. Zusammen 
brauchen sie 4 Stunden. In wie vielen Stunden würde jede ·Hi;>hre allein das Becken 
füllen? 

b) Die erste Rõhre würde das Becken allein in 5 Stunden füllen. Die zweite würde 4,5 
Stunden mehr als beide zusammen benõtigen. Wie viele Stunden würde die zweite 
Rõhre allein benõtigen? 

12. Leistung 
Ein gro~er landwirtschaftlicher Betrieb besitzt zwei Traktoren unterschiedlicher Leistung. 
Der leistungsstarkere Traktor benõtigt zum Pflügen eines bestimm'ten Feldes 5 Stunden 
weniger als der leistungsschwachere. Beide brauchen zusammen 6 Stunden. Wie viele 
Stunden würde jeder Traktor zum Pflügen des Feldes benõtigen? 

Tüftelecke 

1. Aus der VolIstandigen Anleitung zur Algebra von Leonhard Euler (1770) 
Zwei Bauerinnen tragen zusammen 100 Eier auf den Markt, die eine mehr als die andere, 
und lõsen doch beide gleich viel Geld . Nun sagt die eine zur anderen: "Hatte ich deine 
Eier gehabt, so hatte ich 15 Kreuzer gelost." Darauf antwortet die andere: "Hatte ich 
deine Eier gehabt, so hatte ich daraus 6~ Kreuzer gelost." Wie viele Eier hatte jede? 

2. Eine Aufgabe des Inders Bhaskara (um 1150 n. ehr.) 
Eine Schar Affen vergnügt sich. Der achte Teil des unruhigen Haufens zum Quadrat 
erhoben turnt in den Baumen herum, die restlichen 12 vollführen alle zugleich ein 
Geschrei auf dem Gipfel eines Hügels. Wie viele zahlt die aufgeregte Schar? 
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§ 11 Quadratische Gleichungen mit Parametern 

_ - 3a + 1 ± y!9a2 
- 6a + 1 - 8a2 + 8a 

- 2 

-3a + 1 ± y!a2 + 2a + 1 
2 

_ -3a+ 1±y!(a + 1)2 _ 
- 2 -

- 3a + 1 ± la + 11 
2 

Für beliebige reelle Zahlen b unterscheiden sich ± I b I und ± b hõchstens in der 
Reihenfolge der Vorzeichen. Also: 

-3a+1±(a+1) 
X 1 ;2 = 2 

-2a + 2 -4a 
x, = 2 = - a + 1; X2 = -2- = - 2a 

B. Fallunterscheidungen 

Die Diskriminante einer quadratischen Gleichung entscheidet, wie viele Lõsungen 
diese besitzt. 

Beispiel: X2 - (2t + 2) x + (t2 + t) = O 

D = b2 - 4ac = (2t + 2)2 - 4 (t2 + t) = 
= 4t2 + 8t + 4 - 4t2 - 4t = 4t + 4 

1. Fali: Es gibt keine Lõsung, 
wenn D = 4t + 4 < O, d. h. 4t < - 4, d. h. t < -1 ist. 

2. Fali: Es gibt genau eine Lõsung, 
wenn D = O, d. h. t = -1 ist. 
Für t = -1 lautet die ursprüngliche Gleichung X2 = o. 
Also: x, = X2 = O 

3. Fali: Es gibt zwei Lõsungen, 
wenn D > O, d. h. t > -1 ist. 

_ (2t + 2) ±}/4t±"4 _ 2 (t + 1 ± Vf±I) 
X1;2 - 2 - 2 

x, = t + 1 + Vt+1; x2 = t + 1 - vt+1 

AUFGABEN 

1. Lõse die Gleichung nach der in eckiger Klammer angegebenen Variablen auf! 

a) A=6a2 [a] b) V=~a2h [a] e) E=~mv2 [v] d) ~~2 =1- [T] 

e) h2 + (;)' ~ a2 [hl f) (3rj2 + (;)' ~ a2 [al 
g)(~r)'+(;)'~a2 [rl h)(~h),~Gh)'+(;)' [a] 
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§ 11 Quadratische Gleichungen mitParametern 

Nr.2 bis 8: Die Lõsungsvariable ist x. Wenn nichts anderes angegeben ist, vertreten die 
Parameter beliebige reelle Zahlen: a E !R, b E R ... , t E !R. 

2. a) x (x - b) + a (x ~ b) = O 

c) x2 + a b = ax + bx 

e) x2 + 6kx + 9k2 = O 

3. a) x2 + a2 ~ 2ax + 1 

c) x2 - 3ax - x + 2a2 + a = O 

e) x2 
- a2 + 2b (x + a) = O 

4. a) ax2 + 1 = ax + x 
e) (2x - C)2 - d (2)( - e) = 2d2 

b) 3x (2x - b) = a (b - 2x) 

d) x2 + nx = m (x + n) 

f) x2 + 2a2 = 3ax 

b) x2+a2 =2ax+b2 

d) x2 + 3 (a2 + a) = 4ax + x 
f) x (x - 2) - c (2x - c - 2) = O 

b) ax (ax + 7) - 5 (ax + 3) = O 

d) (a - x) (b - x) = 2 (a - b)2 

e) (tx -1) (tx + 1) + 10= e (2x -1) f) ax (ax + 6) = (2a + 3) (2a - 3) 

5. Bestimme jeweils die Definitionsmenge und die Lõsungsmenge in Abhangigkeit vom 
Parameter (Grundmenge !R)! 

x 2a 
a) a - x = 1; (a =1= O) b) x + 2 __ 2_ = 2; 

b x-b 
(b =f: O) 

c) x~c - x~c =~; (c =1= O) d) _x_+~_~. (a =1=0) 
x + a x2 - a2 - x - a' 

6. Bestimme die Anzahl der Lõsungen in Abhangigkeit vom Parameter t! 

a) x2 + 6x + t = O b) x2 - 3tx -18 = O 

e) x2 + (2t -1) x + t2 = O d) tx2 + 2x + 2 = O 

e) tx2 + (4 + 2t) x + t = O f) tx2 - 2tx + 3x + t = O 

7. Bestimme die Anzahl der Lõsungen in Abhangigkeit vom Parameter! Wie lauten in den 
Fallen mit lõsbaren Gleichungen die Lõsungsterme? (Vieta- Probe!) 

a) x2 - 4x + 4 - a = O b) x2 + 6x + 9 + b = O 

c) x2-3Vcx+2c=0; (cE!R6) d) x2+2Vax+a-b=0; (aE!R6) 

e) x2-2ytx+3t=0; (tE!R6) f) x2-2Vkx+2k=4; (kE!R6) 

8. Für welche Parameterwerte t besitzt die Gleichung genau eine Lõsung? Wie lautet 
jeweils diese Lõsung? 

a) x2 - tx + 9 = O 

c) tx2 + 1 Ox + t = O 

9. Der "Goldene Schnítt" 

b) x2 - 3x - 3tx + 2t = O 

d) tx2 - tx + 2x + t = O 

Bereits in der Antike haben sich die Griechen 
damit befasst, welche Streckenteilung in der 
Architektur und Malerei vom menschlichen Au-
ge als besonders "schõn" empfunden wird: a 

x 

Eine Strecke der Lange a hei~t nach dem Goldenen Schnitt geteilt, wenn das Verhaltnis 
der Langen der grõ~eren Teilstrecke zur Gesamtstrecke gleich dem Verhaltnis der Langen 
der kleineren zur grõ~eren Teilstrecke ist. 

a) Drücke die Lange x der grõ~eren Teilstrecke durch a aus! 

b) Das Langenverhaltnis x: a des Goldenen Schnitts ist irrational. Gib dafür als guten 
. rationalen Naherungswert einen Bruch mit dem Nenner 8 an! 

e) Die Türme des Kõlner Doms sind 160 m hoch. Sie werden durch die Stelle, wo der 
Helm beginnt, im Goldenen Schnitt geteilt. In welcher Hõhe befindet sich diese Stelle? 
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